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Chöông 1 

PHAÀN MÔÛ ÑAÀU 

 Chuùng toâi xeùt heä phöông trình haøm sau ñaây: 

(1.1)  f x a x f S x g xi ijk j ijk
k

m

i
j

n
( ) [ , ( ( ))] ( )= +

==
∑∑

11
, 

  vôùi i n= ∈1,    ,   x iΩ   

trong ñoù 

 Ω i
pR⊂  laø taäp compact hoaëc khoâng, 

 g Ri i:Ω → , Sijk i j:Ω Ω→ , a R Rijk i:Ω × → ,  

1 1≤ ≤ ≤ ≤i j n , k m, ,   

laø caùc haøm lieân tuïc cho tröôùc, 

 f Ri i:Ω →  laø caùc aån haøm. 

 Trong [1], caùc taùc giaû Wu, Xuan, Zhu ñaõ nghieân cöùu heä (1.1) vôùi 

Ω i b b x= −[ , ] ( ),  p = 1 ,  m = n = 2 , Sijk  laø caùc nhò thöùc baäc nhaát vaø 

(1.2)  a x y a yijk ijk( , ) ~= , 

trong ñoù ~aijk  laø caùc haèng soá thöïc. Trong tröôøng hôïp naøy lôøi giaûi cuûa heä 

(1.1), (1.2) ñöôïc xaáp xæ baèng moät daõy qui naïp hoäi tuï ñeàu vaø noù cuõng oån 

ñònh ñoái vôùi caùc haøm gi . 

 Tröôøng hôïp m n p= = =1, caùc taùc giaû Kostrzewski [2],[3], Lupa [4] 

ñaõ nghieân cöùu söï toàn taïi vaø duy nhaát lôøi giaûi cuûa phöông trình haøm sau 
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(1.3)  ( )f x a x f S x( ) , ( ( ))= , x a b∈[ , ] , 

trong khoâng gian haøm BC[a,b]. 

 Moät tröôøng hôïp rieâng vôùi phöông trình haøm Golab-Schinzel 

(1.4)   f x f x
x

( ) ( )=
+

2

1
, 

caùc taùc giaû Knop, Kostrzewski, Lupa, Wrobel trong [6] ñaõ xaây döïng töôøng 

minh lôøi giaûi khoâng taàm thöôøng f(x) thoûa caùc ñieàu kieän 

(1.5) toàn taïi lim ( ) ( )
x

f x f
→−

= −
−

−

1
1   vaø  lim ( ) ( )

x
f x f

→
=

+

+

0
0  

nhö sau 

(1.6)  f x f x( ) ( )( )= − ≠ −
−

⎧
⎨
⎩

+0 1  ,   x 1,
c                 ,   x = 1,

 

trong ñoù c laø moät haèng soá tuøy yù. 

 Trong tröôøng hôïp p R ,= = ⊂1 ,   i = 1,niΩ Ω , laø khoaûng ñoùng bò 

chaän hay khoâng bò chaän, caùc taùc giaû Long, Nghóa, Khoâi, Ruy [5], baèng ñònh 

lyù ñieåm baát ñoäng Banach ñaõ thu ñöôïc keát quaû veà söï toàn taïi vaø duy nhaát lôøi 

giaûi cuûa heä (1.1) vaø lôøi giaûi cuõng oån ñònh ñoái vôùi caùc haøm gi . 

 Trong tröôøng hôïp aijk  gioáng nhö (1.2) vaø S xijk ( )  laø caùc nhò thöùc baäc 

nhaát, ( ) [ ]g C Ri
r∈ Ω Ω, ,  = -b,b , trong [5] thu ñöôïc khai trieån Maclaurin cuûa 

lôøi giaûi heä (1.1) ñeán caáp r. Hôn nöõa, neáu g xi ( )  laø caùc ña thöùc baäc r thì lôøi 

giaûi heä (1.1) cuõng vaäy. 

 Luaän vaên ñöôïc saép xeáp theo 5 chöông 
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 _ Chöông môû ñaàu laø phaàn giôùi thieäu heä phöông trình haøm vaø ñieåm 

qua sô neùt caùc keát quaû ñaõ coù tröôùc ñoù, tieáp theo laø giôùi thieäu caùc phaàn 

trình baøy trong luaän vaên. 

 _ Chöông 2 laø phaàn giôùi thieäu moät soá kyù hieäu, caùc khoâng gian haøm 

söû duïng trong luaän vaên vaø moät soá keát quaû seõ duøng cho caùc chöông sau. 

 _ Chöông 3 trình baøy moät soá keát quaû toàn taïi vaø duy nhaát lôøi giaûi cuûa 

heä phöông trình haøm (1.1), söï oån ñònh cuûa lôøi giaûi ñoái vôùi caùc haøm gi . Moät 

soá keát quaû trong chöông naøy cuõng ñaõ toång quaùt hoùa caùc keát quaû trong [1], 

[5] maø chöùa tröôøng hôïp p = 1 nhö laø moät tröôøng hôïp rieâng. 

 _ Chöông 4 laø phaàn khaûo saùt khai trieån Maclaurin cuûa lôøi giaûi cuûa 

heä (1.1) vôùi tröôøng hôïp S x B x cijk
ijk ijk( ) = + , vôùi Bijk  laø ma traän caáp p, 

vectô  c Rijk p∈  thoûa moät soá ñieàu kieän naøo ñoù . 

 Keát quaû thu ñöôïc trong phaàn naøy cho moät coâng thöùc bieåu dieãn lôøi 

giaûi cuûa heä phöông trình haøm (1.1) vaø neáu gi  laø ña thöùc thì lôøi giaûi thu 

ñöôïc cuõng laø ña thöùc ñoàng baäc vôùi gi . Hôn nöõa neáu gi  lieân tuïc, lôøi giaûi  

seõ ñöôïc xaáp xæ bôûi daõy caùc ña thöùc hoäi tuï ñeàu. Keát quaû thu ñöôïcñaõ môû 

roäng thöïc söï caùc keát quaû trong [1], [5]. 

 _ Chöông 5 laø phaàn khaûo saùt thuaät giaûi laëp caáp 2 cuûa heä (1.1). Cuõng 

trong chöông naøy, chuùng toâi xeùt moät daïng khaùc cuûa heä phöông trình haøm 

tuyeán tính maø coù theå ñöa veà vaø aùp duïng caùc keát quaû cuûa heä (1.1). 

 Cuoái cuøng laø phaàn keát luaän vaø caùc taøi lieäu tham khaûo. 
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Chöông 2 
 

CAÙC KYÙ HIEÄU VAØ KEÁT QUAÛ CHUAÅN BÒ 
 

2.1 Ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach 

 Chuùng ta thöôøng xuyeân söû duïng ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach sau: 

Ñònh lyù 2.1 

 Cho X laø khoâng gian Banach vôùi chuaån . , K X⊂  laø taäp ñoùng. 

 Cho T : K K →  laø aùnh xaï thoûa maõn 

  Toàn taïi soá thöïc σ σ, 0 1≤ <  sao cho 

(2.1)  T x T y x y( ) ( )− ≤ − ∀ ∈σ ,  x, y K . 

 Khi ñoù ta coù  

 (i)  Toàn taïi duy nhaát x K∗ ∈  sao cho x T x∗ ∗= ( ) . 

 (ii) Vôùi moãi x K 0 ∈ , xeùt daõy { }xν  cho bôûi 

x T xν ν ν= −( )1 , = 1,2, . . .  

 ta coù 

  (j)  lim
v

x x
→∞ ∗− =ν 0 , 

  (jj) x x x T xν

νσ
σ

− ≤ −
−

∀ν =∗ 0 0 1
12( ) , , . . . ,    

 Chöùng minh ñònh lyù 2.1 coù theå tìm thaáy trong caùc quyeån saùch veà 

nhaäp moân giaûi tích. 
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2.2 Caùc ña chæ soá 

 Neáu α α α α= ( , ,..., )1 2 p  laø boä p-thöù töï caùc soá nguyeân khoâng aâm α j , 

ta goïi α  laø p-ña chæ soá. 

 Moät ñieåm x Rp∈  ñöôïc kyù hieäu x x x xp= ( , ,..., )1 2 , ta kyù hieäu xα  laø 

ñôn thöùc baäc  α α α= + +1 ... p  sau 

(2.2)  x x x xp
pα α α α

= 1 2
1 2 . . .  

 Töông töï neáu D
x

j pj
j

= ≤ ≤∂
∂

  ,  1 , kyù hieäu toaùn töû ñaïo haøm 

rieâng caáp 1 theo bieán thöù j thì 

  D D D D
x x xp

p

p

p

α α α α α

α α α
∂

∂ ∂ ∂
= =1 2

1 2

1 2

1 2
...

...
 

chæ moät toaùn töû ñaïo haøm rieâng caáp α . 

 Ta cuõng kyù hieäu 

  D f f( , ,..., )0 0 0 = . 

2.3 Caùc khoâng gian haøm 

 Giaû söû  Ω i
pR n⊂ ≤ ≤ ,  1 i , ta ñaët ( )X C Ri b i= Ω ;  laø khoâng gian 

Banach caùc haøm soá lieân tuïc bò chaän  f : RiΩ →  vôùi chuaån 

(2.3)    f f x XX
x

ii
i

= ∈
∈

sup ( )
Ω

,  f . 

 Neáu Ω i  laø taäp compact, ta ñaët ( )X C Ri i= Ω ;  laø khoâng gian Banach  

caùc haøm soá lieân tuïc f : R iΩ →  vôùi chuaån nhö (2.3). 
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 Ta cuõng löu yù raèng neáu Ω i  laø taäp môû thì ( )C RiΩ ;  cuõng kyù hieäu laø 

khoâng gian vector caùc haøm soá f : RiΩ →  lieân tuïc. Hôn nöõa caùc haøm trong 

( )C RiΩ ;  khoâng nhaát thieát bò chaën trong Ω i . Neáu ( )f C Ri∈ Ω ;  bò chaän vaø 

lieân tuïc ñeàu treân Ω i  thì noù coù duy nhaát moät nôùi roäng lieân tuïc treân bao 

ñoùng Ω i  cuûa Ω i . Do ñoù, ta ñònh nghóa ( )C RiΩ ;  laø khoâng gian vector xaùc 

ñònh bôûi 

 ( )C RiΩ ; = { ( )f C Ri∈ Ω ; : f bò chaän vaø lieân tuïc ñeàu treân Ω i }. 

 Maët khaùc ( )C RiΩ ;  cuõng laø moät khoâng gian Banach ñoái vôùi chuaån 

(2.3). 

 Vôùi chuù yù töông töï trong tröôøng hôïp Ω i
pR⊂  laø taäp môû thì ta cuõng 

kyù hieäu ( )C Rm
iΩ ;  laø khoâng gian vectô caùc haøm f : RiΩ →  sao cho taát caû 

caùc ñaïo haøm rieâng cuûa f ñeán caáp m ñeàu thuoäc ( )C RiΩ ; , nghóa laø 

 ( ) ( ) ( ){ }C R f R f R mm
iΩ Ω Ω; ; ; ,= ∈ ∈ ≤ C  :  D Ci i

α α  

vaø ( ) ( ) ( ){ }C R f R f R mm
iΩ Ω Ω; ; ; ,= ∈ ∈ ≤ C  :  D Cm

i i
α α . 

 Maët khaùc ( )C Rm
iΩ ;  cuõng laø khoâng gian Banach vôùi chuaån 

f D f xC R m x
m

i
( ; ) max sup ( )Ω

Ω
=

≤ ∈α

α . 

 Khoâng gian tích Descartes X X X Xn= × × ⋅ ⋅ ⋅ ×1 2  trang bò moät 

chuaån 

 (2.4)  ( )f f f f XX i X
i

n

n
i

= ∈
=
∑

1
2 ,   f = f1, , . . . , . 
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laø moät khoâng gian Banach. 

 Ta vieát heä phöông trình haøm (1.1) döôùi daïng phöông trình toaùn töû 

trong X nhö sau 

(2.5)   f = Tf ,  

trong ñoù  ( )f = f1, ,...,f fn2 , ( )Tf = (Tf)1,( ) ,...,( )Tf Tf n2 . 

vôùi  

(2.6)  ( )( ) ( ) , ( ( )) ( )Tf x a x f S x g xi ijk j ijk
k

m

j

n

i i= + ∈
==
∑∑

11
 ,  x  ,  i = 1, nΩ . 
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Chöông 3 
 

SÖÏ TOÀN TAÏI, DUY NHAÁT VAØ 
OÅN ÑÒNH LÔØI GIAÛI 

 Chuùng ta thaønh laäp caùc giaû thieát sau 

 ( )H j1    S  ijk i: Ω Ω→  laø caùc haøm lieân tuïc, 

 ( )H2    g X∈ , 

 ( )H R R3    a  ijk i: Ω × →  lieân tuïc vaø thoûa ñieàu kieän:  

  toàn taïi  ijk i
~ :α Ω → R  bò chaën vaø khoâng aâm sao cho 

(3.1)   a a    ,  x  ,  y, y  Rijk ijk i( , ) ( , ~) ~ ( ) ~ ~x y x y x y yijk− ≤ − ∀ ∈ ∀ ∈α Ω ; 

(3.2)  σ α=
≤ ≤ ∈==

∑∑     <  1max sup ~ ( )
111 j n x

ijk
k

m

i

n

i

x
Ω

; 

(3.3)  a Xijk i(., )0 ∈ . (ñieàu kieän naøy boû qua neáu Ω i  laø compact) 

 Khi ñoù ta coù keát quaû sau 

Ñònh lyù 3.1 

 Döôùi giaû thieát  ( ) ( )H H1 3− , toàn taïi duy nhaát moät haøm f X∈  sao cho 

f Tf= . Hôn nöõa, lôøi giaûi f oån ñònh ñoái vôùi g trong X. 

 Chöùng minh 

 Hieån nhieân ta coù Tf X∈  vôùi moïi f X∈ . 

 Xeùt f f X,~ ∈ , ta coù vôùi moïi i n= 1, , ∀ ∈x iΩ  
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(3.4) ( ) ( ) ( ) ( ){ }Tf x Tf x a x f S x a x f S xi i ijk j ijk ijk j ijk
k

m

j

n
( ) ~ ( ) , ( ( )) , ~ ( ( ))− = −

==
∑∑

11
.

 Söû duïng giaû thieát ( ) ( )H H1 3,  ta coù 

 ( ) ( )Tf x Tf x x f S x f S xi i ijk j ijk j ijk
k

m

j

n
( ) ~ ( ) ~ ( ) ( ( )) ~ ( ( ))− ≤ −

==
∑∑  α

11
 

       ≤ −
∈==

∑∑  sup ~ ( ) ~
x

ijk
k

m

j

n

j j X
i j

x f f
Ω
α

11
. 

 Laáy sup treân Ω i  roài sau ñoù laáy toång theo i n= 1,  ta ñöôïc 

(3.5)  ( ) ( )Tf Tf Tf TfX i i X
i

n

i
− = −

=
∑~ ~  

1
 

             ≤ −
∈==

∑∑∑  
i =1

n
sup ~ ( ) ~

x
ijk

k

m

j

n

j j X
i j

x f f
Ω

α
11

 

             
≤ −

= −

≤ ≤ ∈=
∑∑   

  
i=1

n
max sup ~ ( ) ~

~ .

11 j n x
ijk

k

m

X

X

i

x f f

f f

Ω
α

σ

 

 Theo ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach, coù duy nhaát moät f X∈  sao 

cho f Tf= . 

 Giaû söû f f X,~∈  laø hai lôøi giaûi cuûa heä (1.1) laàn löôït öùng vôùi g g X,~∈  

ta coù 

 vôùi moïi i n= 1,   ,  vôùi moïi  x i∈Ω  

(3.6)    
( ) ( ){ }

( )

f x f x a x f S x a x f S x

g x g x

i i ijk j ijk ijk j ijk
k

m

j

n

i i

( ) ~ ( ) , ( ( )) , ~ ( ( ))

( ) ~ ( )

− = −

+ −
==
∑∑

11
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 Laäp laïi quaù trình treân ta coù 

  f f f f g gX X X− ≤ − + −~ ~ ~   σ  

hay 

(3.7)  f f g gX X− ≤ −~ ~    1
1- σ

. 

 Vaäy lôøi giaûi f oån ñònh ñoái vôùi g trong X. 

Chuù thích 3.1 

 Trong ñònh lyù 3.1 , vôùi  p i= = ∀ =1    ,  i 1,n, Ω Ω , laø khoaûng ñoùng bò 

chaän hay khoâng bò chaän vaø ñieàu kieän (3.2) ñöôïc thay bôûi 

(3.8)      <  1sup ~ ( )
, x

ijk
k

m

i j

n
x

∈==
∑∑

Ω
α

11
, 

chuùng toâi tìm laïi keát quaû nhö trong [5]. Maët khaùc, ñieàu kieän (3.2) yeáu hôn 

ñieàu kieän (3.8) vì 

(3.9)  σ α      <  1≤
∈==

∑∑ sup ~ ( )
, x

ijk
k

m

i j

n
x

Ω11
. 

Chuù thích 3.2 

 Ñònh lyù 3.1 cho moät thuaät giaûi xaáp xæ lieân tieáp 

(3.10)  f Tf( ) ( )ν ν ν= = ∈−1   ,   1,2,... ,  f X(0)  cho tröôùc. 

 Khi ñoù daõy { }f ( )ν  hoäi tuï trong X veà lôøi giaûi  f  cuûa (2.5) vaø ta coù moät 

ñaùnh giaù sai soá 

(3.11)  f f
f Tf

X
X− ≤

−

−
∀ν =( )

( ) ( )

, ,...ν ν

σ
σ

0 0

1
12  ,    
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 Neáu ta giaû söû raèng Ω i
pR n⊂ =  ,   i 1,  thoûa maõn ñieàu kieän 

(3.12)   Toàn taïi song aùnh τ i i n :   ,   iΩ Ω→ = 1,  sao cho τ τi i, −1 lieân tuïc. 

Khi ñoù heä (1.1) töông ñöông vôùi heä sau 

(3.13)     ( )$ ( ) $ , $ ($ ( )) $ ,f t a t f S t g i n ti ijk j ijk
j

i= + ∀ = ∀ ∈∑∑
=

 (x) ,  ,  
k=1

mn

1
1 Ω , 

trong ñoù  $ $f f gi i i i i i= =o oτ τ  ,   g  

  $S Sijk j ijk i= −τ τ1 o o  

(3.14)  ( )$ ( , ) ( ),a t z a t zijk ijk i= τ ,  t z R∈ ∈Ω, . 

 Nhö vaäy ta coù theå giaû söû raèng taát caû caùc aån haøm fi  cuûa heä (1.1) coù 

cuøng mieàn xaùc ñònh, töùc laø Ω Ωi = ∀ =  ,  i 1,n . 

 Khi ñoù ta söû duïng khoâng gian haøm X nhö sau: 

 _ Neáu Ω  laø taäp compact, ta ñaët ( )X C Rn= Ω,  laø khoâng gian Banach 

caùc haøm f : Rn Ω→  lieân tuïc vôùi chuaån 

(3.15)  ( )f f x f f f XX
x

i
i

n

n= = ∈
∈ =
∑sup ( ) , , . . . ,

Ω 1
1 2  ,   f . 

 _ Neáu Ω  laø taäp khoâng compact, ta ñaët ( )X C Rb
n= Ω,  laø khoâng gian  

Banach caùc haøm f : Rn Ω→  lieân tuïc bò chaän vôùi chuaån nhö (3.15). 

 Ta thaønh laäp caùc giaû thieát sau ñaây 

 ( )′ →H1    S  ijk : Ω Ω   lieân tuïc, 

 ( )′ ∈H2    g X , 
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 ( )′ × →H R R3    a  ijk : Ω  lieân tuïc vaø thoûa ñieàu kieän:  

  toàn taïi  ijk
~ :α Ω → R  bò chaën vaø khoâng aâm sao cho 

(3.16)   a a    ,  x  ,  y, y  Rijk ijk( , ) ( , ~) ~ ( ) ~ ~x y x y x y yijk− ≤ − ∀ ∈ ∀ ∈α Ω ; 

(3.17)  σ α=
≤ ≤ ∈==

∑∑     <  1max sup ~ ( )
111 j n x

ijk
k

m

i

n
x

Ω
; 

(3.18)  a Xijk i(. , )0 ∈   (ñieàu kieän naøy boû qua neáu Ω  laø compact). 

 Khi ñoù ta coù ñònh lyù 

Ñònh lyù 3.2 

 Giaû söû caùc giaû thieát ( ) ( )′ − ′H H1 3  ñuùng. Khi ñoù toàn taïi duy nhaát 

( )f f f f Xn= ∈1 2, , . . . ,  laø lôøi giaûi cho heä phöông trình haøm sau 

(3.19)     ( )f x a x f S x g x i ni ijk j ijk
j

i( ) , ( ( )) ,= + ∀ ∈ ∀ =∑∑
=

 (x) ,  ,
k=1

mn

1
1Ω . 

Hôn nöõa, lôøi giaûi  f cuûa heä (3.19) oån ñònh ñoái vôùi g trong X. 

Chöùng minh 

 Vaãn söû duïng caùc kyù hieäu nhö (2.5), (2.6). 

 Hieån nhieân ta coù T : XX → . 

 Coi f f X, ~ ∈ , töông töï nhö (3.4) ta coù:  vôùi moïi x ∈ Ω  

( ) ( ) Tf x Tf xi i
i

n
( ) ~ ( )−

=
∑

1
≤ −

==
∑∑∑  

i=1

n ~ ( ) ( ( )) ~ ( ( ))α ijk
k

m

j

n

j ijk j ijkx f S x f S x
11

 

    ≤ −
≤ ≤= =

∑ ∑∑  
i=1

n
max ~ ( ) ( ( )) ~ ( ( ))
11 1j n ijk

k

m

j ijk j ijk
j

n
x f S x f S xα   
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≤ −

= −

≤ ≤ ∈=
∑∑  

  
i=1

n
max sup ~ ( ) ~

~
11 j n x

ijk
k

m

X

X

x f f

f f
Ω
α

σ

 

 Do ñoù   Tf Tf f fX X− ≤ −~ ~σ . 

 Phaàn coøn laïi chöùng minh töông töï. 

Chuù thích 3.3 

 Nhö nhaän xeùt trong chuù thích 3.1, keát quaû trong [5] laø tröôøng hôïp 

ñaëc bieät cuûa ñònh lyù 3.2 vôùi  p = 1. 

 Tröôøng hôïp rieâng sau ñaây chuùng toâi xeùt heä (3.19) vôùi aijk  nhö (1.2). 

(3.20)    f x a f S x g x i ni ijk j ijk
j

i( ) ~ ( ( )) ,= + ∀ ∈ ∀ =∑∑
=

 (x) ,  ,  
k=1

mn

1
1Ω , 

trong ñoù S xijk ( )  laø haøm affine nghóa laø 

(3.21)  S x B x cijk
ijk ijk( ) = + , vôùi  

 B

b b b

b b b

b b b

ijk

ijk ijk
p

ijk

ijk ijk
p

ijk

p
ijk

p
ijk

pp
ijk

    =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

11 12 1

21 22 2

1 2

. . .

. . .
. . . . . . . . . . . . . . . .

. . .

,   c

c
c

c

ijk

ijk

ijk

p
ijk

    =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

1

2
M

. 

(3.22)  Ω = = ∈ = ≤
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭=

∑B x R x x rr
p

i
i

p
( )0 1

1
   :    . 

 Ta xeùt khoâng gian haøm X = C Rn( , )Ω  vaø thaønh laäp caùc giaû thieát 

cho heä (3.20) nhö sau 

 ( )′′ ∈H X2    g , 
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 ( )′′ = <
≤ ≤==

∑∑H a
j n ijk

k

m

i

n

3 111
1     σ max ~ . 

 Ta ñöa theâm giaûthieát cho Bijk  vaø cijk  trong (3.21) ñeå Sijk thoûa ( )′H1 . 

 Nhaän xeùt raèng 

(3.23)  B x B x x Rijk ijk p
1 1 1     ,   ≤ ∀ ∈ , 

trong ñoù 

(3.24)  B bijk

p

ijk
p

1 1 1
=

≤ ≤ =
∑max

ν μν
μ

. 

 Ta coù 

(3.25)  S x B r c xijk
ijk ijk( )

1 1 1
      ,   ≤ + ∀ ∈Ω . 

 Töø ñaây ta giaû söû ma traän Bijk  vaø vectô cijk  thoûa 

 ( )′′H1  ( )i Bijk    
1

1< , 

  ( ) max
,

ii
c

B
r

i j n
k m

ijk

ijk   
1
1

1

1
1≤ ≤

≤ ≤
−

≤ . 

 Vaäy neáu Bijk , cijk  thoûa ( )′′H1  thì S xijk ( )  trong (3.21) thoûa ( )′H1 . 

 Khi ñoù ta coù ñònh lyù  

Ñònh lyù 3.3  

 Giaû söû ( )′′H1 ( )− ′′H3  ñuùng. Khi ñoù heä (3.20)−(3.22) coù duy nhaát moät 

lôøi giaûi f X∈ . Hôn nöõa, lôøi giaûi f oån ñònh ñoái vôùi g trong X. 

Chuù thích 3.4   
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 Tröôøng hôïp Ω = Rp , ta laáy ( )X C R Rb
p n= ,  khoâng gian Banach 

caùc haøm lieân tuïc, bò chaän f : Rp nR →  ñoái vôùi chuaån 

(3.26)  ( )f f x f f f XX
x R

i
i

n

np
= = ∈

∈ =
∑sup ( ) , , . . . ,

1
1 2  ,  f , 

trong ñoù Bijk  vaø cijk  khoâng caàn thoûa ñieàu kieän ( )′′H1 . 

 Khi ñoù ta coù keát quaû sau 

Ñònh lyù 3.4 

 Vôùi Ω = Rp , ( )X C R Rb
p n= , . Giaû söû  ( ) ( )′′ ′′H H2 3,  ñuùng. Khi ñoù 

toàn taïi duy nhaát f X∈  laø lôøi giaûi cuûa heä (3.20), (3.21). Hôn nöõa, lôøi giaûi  f 

oån ñònh ñoái vôùi  g trong X. 
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Chöông 4 
 

KHAI TRIEÅN MACLAURIN CUÛA LÔØI GIAÛI 
HEÄ PHÖÔNG TRÌNH HAØM TUYEÁN TÍNH 

 

 Ta xeùt trong chöông naøy vôùi heä (3.20)−(3.22), trong ñoù ~aijk ,  Bijk , 

cijk  thoûa caùc giaû thieát ( )′′H1  vaø ( )′′H3 . 

 Giaû söû ( )f C Rn∈ 1 Ω;  laø lôøi giaûi cuûa heä (3.20)−(3.22) öùng vôùi 

( )g C Rn∈ 1 Ω; . 

 Ñaïo haøm hai veá cuûa (3.20) theo bieán x pμ μ, 1 ≤ ≤ , ta thu ñöôïc 

(4.1)   [ ]D f x
f x
x

a
x

f S x D g xi
i

ijk
k

m

j

n

j ijk iμ
μ μ

μ

∂
∂

∂
∂

( )
( ) ~ ( ( ) ( )= = +

==
∑∑  

11
. 

 Maët khaùc, theo (3.21) 

  [ ] [ ]( )S x S x S xijk ijk ijk p

T
( ) ( ) , . . . , ( )=

1
 

(4.2)  [ ]S x b c pijk
ijk

p
ijk( )

ν νη η
η

ν ν= + ≤ ≤
=
∑  x   ,  

1
1 , 

 Ta coù 

(4.3)  [ ] [ ]∂
∂

∂
∂μ

ν
ν μ νx

f S x D f S x
x

S xj ijk

p

j ijk ijk( ( )) ( ( )) ( )=
=
∑

1
 

             = b f S xijk
j ijk

p

νμ ν
ν

 D ( ( ))
=
∑

1
. 

 Vaäy töø (4.1)−(4.3) ta coù 
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(4.4) D f x a b f S x D g xi ijk
k

m

j

n
ijk

j ijk

p

iμ νμ ν
ν

μ( ) ~ ( ( )) ( )= +
== =
∑∑ ∑  D

11 1
, 

i n= ∈1,  ,  = 1, p ,  xμ Ω  

 Ta ñaët 

(4.5)  F D f n pi i
μ

μ μ= = =  ,   i ,   ,   1 1, . 

 Ta xeáp thöù töï Fi
μ  nhö sau 

(4.6)  ( )F F F F F F Fp p
n n

p= 1
1

1 2
1

2
1, . . . , , , . . . , , . . . , , . . . , , 

 Khi ñoù ( )( )F C R Xnp∈ ≡Ω; ( )1  laø lôøi giaûi cuûa heä phöông trình haøm 

(4.7)  F x a b S x D g xi ijk
k

m

j

n
ijk

ijk

p

i
μ

νμ
ν

ν
μ( ) ~ ( ( )) ( )= +

== =
∑∑ ∑  Fj

11 1
, 

i n= ∈1,  ,  = 1, p ,  xμ Ω .   

 Ta vieát heä (4.7) döôùi daïng phöông trình toaùn töû trong X( )1  nhö sau 

(4.8)  F TF=  trong  X( )1 , 

trong ñoù 

(4.9) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )TF TF TF TF TF TF TFp p
n n

p= 1
1

1 2
1

2
1, . . . , , , . . . , , . . . , , . . . , , 

vôùi 

(4.10)  ( )TF x a b S x D g xi ijk
k

m

j

n
ijk

ijk

p

i
μ

νμ
ν

ν
μ( ) ~ ( ( )) ( )= +

== =
∑∑ ∑  Fj

11 1
, 

i n= ∈1,  ,  = 1, p ,  xμ Ω  

 Ta cuõng chuù yù raèng X( )1  laø khoâng gian Banach ñoái vôùi chuaån 
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(4.11)  F F xX p x
j

j

n
( ) max sup ( )1

1 1
=

≤ ≤ ∈=
∑

μ

μ

Ω
, 

vôùi ( )F F F F F F F Xp p
n n

p= ∈1
1

1 2
1

2
1 1, . . . , , , . . . , , . . . , , . . . , ( ) . 

 Ta seõ chöùng minh raèng T : XX( ) ( )1 1→  laø aùnh xaï co. 

 Xeùt F F X, ~ ( )∈ 1 , ta coù 

(4.12) ( ) ( ) [ ]TF x TF x a b S x S xi i ijk
k

m

j

n
ijk

ijk ijk

p
μ μ

νμ
ν ν

ν
( ) ~ ( ) ~ ( ( )) ~ ( ( ))− = −

== =
∑∑ ∑  F Fj j

11 1
. 

 Suy ra 

(4.13)    ( ) ( )TF x TF x a b x xi i ijk
k

m

j

n
ijk

x

p
μ μ

νμ
ν ν

ν
( ) ~ ( ) ~ sup ( ) ~ ( )− ≤ −

== ∈=
∑∑ ∑ F Fj j

11 1 Ω
. 

 Ñaët 

(4.14)  F F x xj j
x

ν ν ν ν− = −
∞ ∈

~ sup ( ) ~ ( )
Ω

F Fj j . 

 Ta suy töø (4.13) raèng  

(4.15)  ( ) ( )TF TF a bi i ijk
k

m

j

n
ijk

p
μ μ

νμ
ν ν

ν
− ≤ −

∞ == ∞=
∑∑ ∑~ ~ ~ F Fj j

11 1
 

     ≤ −
≤ ≤= = ∞=

∑ ∑∑max~ ~
11 11j n ijk

k

m
ijk

j

np
a bνμ

ν ν

ν
 F Fj j  

   ≤ −
≤ ≤= ≤ ≤ ≤ ≤ = ∞=

∑ ∑∑max~ max max ~
11 1 1 11j n ijk

k

m

p

ijk

p j

np
a b

μ νμ ν

ν ν

ν
 F Fj j . 

 Ñaët 

(4.16)  B bijk

p p
ijk

p

1 1 1
=

≤ ≤ =
∑max

μ ν
ν

. 

 Ta coù töø (4.15) raèng 
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(4.17)   ( ) ( )TF TF a Bi i

n

j n ijk
k

m

i

n
ijk

X
μ μ
− ≤ −

∞= ≤ ≤==
∑ ∑∑~ max ~ ~

( )

1 1 111
1

1 F F . 

 Töø (4.17) laáy max
1≤ ≤μ p

 ta ñöôïc 

(4.18)  TF TF X X− ≤ −~ ~
( ) ( )

( )
1 1

1σ F F  , ∀ ∈F F X, ~ ( )1 , 

vôùi 

(4.19)  σ( ) max ~1

111
1

=
≤ ≤==

∑∑   
j n ijk

k

m

j

n
ijka B . 

 Töø caùc giaû thieát ( ) ( )′′ ′′H H1 3,  , ta coù töø (4.19) raèng 

(4.20)  σ σ( )1 1≤ < . 

 Aùp duïng ñònh lyù 2.1, toàn taïi duy nhaát F X∈ ( )1  sao cho TF F= , töùc 

laø heä phöông trình haøm (4.7) coù duy nhaát lôøi giaûi F X∈ ( )1 . 

 Do tính duy nhaát lôøi giaûi cuûa heä (4.7), töø (4.4) ta coù 

(4.21)  D f F i n pi iμ
μ≡ ∀ = ∀μ = ,   ,  1 1, , . 

 Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau 

Ñònh lyù 4.1 

 Giaû söû ~a Bijk
ijk ijk, ,  c thoûa maõn caùc giaû thieát ( ) ( )′′ ′′H H1 3,   vaø 

( )g C Rn∈ 1 Ω; . 

 Khi ñoù toàn taïi ( )f C Rn∈ 1 Ω;  vaø F X∈ ( )1  laø caùc lôøi giaûi duy nhaát 

cuûa caùc heä (3.20)−(3.22) vaø (4.7), laàn löôït. 

 Hôn nöõa, ta coøn coù  

(4.22)  F D f i n pi i
μ

μ= ∀ = ∀μ = ,   ,  1 1, , . 
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 Töông töï, ta coù theå xeùt vôùi ñaïo haøm caáp cao cuûa fi  laø lôøi giaûi töông 

öùng vôùi heä phöông trình haøm naøo ñoù. 

 Tröôùc tieân ta löu yù moät soá coâng thöùc ñaïo haøm caáp cao nhö döôùi ñaây. 

 Xeùt ( )Φ Ω∈ C R1 ; , ta coù tính toaùn töông töï nhö (4.3) vôùi fi  thay bôûi 

Φ  nhö sau 

(4.23)  ( ) ( )∂
∂ μ

νμ ν
νx

S x b D S xijk
ijk

p

ijkΦ Φ( ) ( )=
=
∑

1
 

 Baèng qui naïp ta coù coâng thöùc ñaïo haøm caáp cao cho ( )Φ Ω∈C Rq n;  

(4.24)  ( ) ( )∂
∂ μ

νμ ν
ν

q

q ijk
ijk

p q

ijkx
S x b D S xΦ Φ( ) ( )=

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟=

∑
1

, 

hay  

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

∂
∂

α

μ

μ

α

μ

α

μ

α α α α

α

q

q ijk

ijk ijk
p
ijk

p ijk
q

x
S x

q b b b D D D S xp p

Φ

Φ

( )

!
!

. . . . . . ( )

=

=
=
∑ 1 2 1 2

1 2 1 2

 

trong ñoù  ( )α α α α= 1 2, , . . . , p  laø p-ña chæ soá vaø 

(4.25)  
α α α α

α α α α

= + + ⋅ ⋅ ⋅ +

=
1 2

1 2

p

p

,

! ! !. . . !  .
 

 Ta kyù hieäu 

(4.26)  

( ) ( ) ( )

D D D D

b b b b

p

ijk ijk ijk
p
ijk

p

p

α α α α

μ

α

μ

α

μ

α

μ

α

=

→
=

1 2

1 2

1 2

1 2

. . . ,

. . .
 

 Ta vieát laïi (4.24) döôùi daïng goïn hôn 
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(4.27)  ( ) ( )∂
∂ α

μ
μ

α
α

α

q

q ijk
ijk

q
ijkx

S x q b D S xΦ Φ( ) !
!

( )=
→

=
∑ . 

 Vôùi ( )Φ Ω∈ ≠
+C Rq q1 2 ;  ,  μ ν , ta coù 

(4.28)   ( ) ( )∂

∂ ∂ α β
μ ν

μ

α

ν

β
α β

α
β

q q

q q ijk
ijk ijk

q
q

ijkx x
S x

q q
b b D S x

1 2

1 2
1

2

1 2
+

+

=
=

=
→ →

∑Φ Φ( )
! !
! !

( ) . 

 Toång quaùt vôùi ( )Φ Ω∈
+ +⋅⋅⋅+

C R
q q qp1 2 ;  ,  ta coù 

(4.29) 

( )

( )

∂

∂ ∂ ∂

α α α

α α α
α α α

α
α

α

q q q

q q
p
q ijk

p

p

ijk ijk
p
ijk

q
q

q

ijk

p

p

p
p

p p

x x x
S x

q q q
b b b D S x

1 2

1 2

1 2
1 2

1 1

2 2

1 2

1 2

1 2
1 2

+ +⋅⋅⋅+

+ +⋅⋅⋅+

=
=

=

=

→ → →
∑

...
( )

! !... !
! !... !

.. ( )

..........

Φ

Φr r r

r r r
r r r

r
r

r

 

 Trong ñoù, ta cuõng kyù hieäu laïi  

(4.30)  

( )

( ) ( ) ( )

v

r

r r r

r

α α α α

α α α α

α α α α α α α α α

α α α

α
α α α

s s s ps

s s s ps

p

s
ijk

s
ijk

s
ijk

ps
ijk

D D D

b b b b

p p p

p p pp

s
s s ps

=

= + + ⋅ ⋅ ⋅ +

=

→
=

+ +⋅⋅⋅+ + +⋅⋅⋅+ + +⋅⋅⋅+

+ +⋅⋅⋅+

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 11 12 1 21 22 2

1 2

1 2

, ,..., ,

,

...

,

... .

Φ

Φ                               ... D

 

 Baây giôø ta giaû söû q ≥ 1 laø soá töï nhieân coá ñònh, xeùt p-ña chæ soá 

( )r
q q q qp= 1 2, , . . . ,  vôùi 

(4.31)  
r
q q q q qp= + + ⋅ ⋅ ⋅ + =1 2 . 
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 Giaû söû ( )g C Rq n∈ Ω;  vaø ( )f C Rq n∈ Ω;  laø lôøi giaûi cuûa heä phöông 

trình haøm (3.20) töông öùng vôùi g. 

 Töø coâng thöùc (4.29), ñaïo haøm theo caùc bieán ñeán caáp q 

(4.32)     D f x D D D f x D g xq
i

q q
p
q

i
q

i
p

r r

( ) ... ( ) ( )= = +1 2
1 2  

( )+
→ → →

=
=

==

+ +⋅⋅⋅+
∑∑∑ ~ !

! !... !
... ( )

, ,...,

a q b b b D f S xijk
pq

s p
k

m

j

n
ijk ijk

p
ijk

j ijk
s s

p
p

r
r r r

r

r r r
r r r

α α αα

α α α
α α α

1 2
1 2

11
1 2

1 2
1 2

∀ ∈ ∀ =x i nΩ ,   ,  1, rq q q q q1 2 p= + + ⋅ ⋅ ⋅ + = . 

 Vôùi moãi  p-ña chæ soá  ( )r
q q q qp= 1 2, , . . . ,  sao cho  

  
r
q q q q qp= + + ⋅ ⋅ ⋅ + =1 2 ,  

ta ñaët  

(4.33)  ( )F F D D D f D fi
q

i
q q q q q

p
q

i
q

i
p p

r r

≡ = =1 2 1 2
1 2

, , ..., . . . . 

 Khi ñoù F q q , ii
q
r r
 ,   1 n= ≤ ≤  laø nghieäm cuûa heä phöông trình 

haøm sau ñaây 

(4.34)   F x D g xi
q q

i

r r

( ) ( )= +  

( )+
→ → →

×
=

=
==

+ +⋅⋅⋅+∑∑∑ ~ !
! !... !

... ( ) ,

, ,...,

a q b b b F S xijk
pq

s p
k

m

j

n
ijk ijk

p
ijk

j ijk
s s

p

p

r
r r r

r

r r r

r r r

α α αα

α α α
α α α

1 2
1 2

11
1 2

1 2

1 2

 

∀ ∈ ∀ = ∀ =x i n qΩ ,   ,  q, q1,
r r

. 

 Baây giôø ta khaûo saùt heä phöông trình haøm (4.34). 
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 Tröôùc heát, soá phöông trình xuaát hieän trong heä (4.34) laø soá aån haøm 

Fi
q
r

 xuaát hieän trong heä (4.34), töùc laø n laàn soá phaàn töû cuûa taäp caùc p-ña chæ 

soá sau: 

(4.35)   ( ){ }Q q q q q Z q q q q qp
p

p= = ∈ = + + ⋅ ⋅ ⋅ + =+

r r
1 2 1 2, , . . . , : . 

 Baèng qui naïp, ta coù theå tính toaùn ñöôïc soá phaàn töû cuûa Q laø 

(4.36)   ( )
( )

N CardQ C p q
p q

N p qp q
q= = = + −

−
=+ −1

1
1

!
! !

( , ) . 

 Vaäy ta vieát 

(4.37)  { }Q q q qN=
r r r

1 2, , . . . , . 

 Caùc aån cuûa heä (4.34) ñöôïc xeáp thöù töï laïi nhö sau 

(4.38)    ( )F F F F F F F F F Fq q q q q q
n

q
n

q
n

qN N N= 1 1 1 2 2 2
1 2 1 2 1 2

r r r r r r r r r

, ,..., , , ,..., ,..., , ,..., . 

 Ta chuù yù raèng ( )( )X C Rq nN( ) ;= Ω  laø khoâng gian Banach ñoái vôùi 

chuaån 

(4.39)  F F x F xX q q x
i
q

i

n

N x
i
q

i

n
q( ) max sup ( ) max sup ( )= =

= ∈= ≤ ≤ ∈=
∑ ∑r

r r

Ω Ω1 1 1ν
ν .  

ôû ñaây F X q∈ ( )  ñöôïc saép thöù töï nhö (4.38). 

 Khi ñoù heä phöông trình haøm (4.34) ñöôïc vieát döôùi daïng phöông trình 

toaùn töû trong X q( )  nhö sau 

(4.40)  F =  T F    trong X q( ) . 

trong ñoù 
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(4.41)  

( )

( )

T  F x D g x

a q b b b

F S x

i
q q

i

ijk
pq

s p
k

m

j

n
ijk ijk

p
ijk

j ijk

s s

p

p

r r

r

r r r

r r r

r
r r r

( ) ( )

~ !
! !. . . !

. . .

( )

, ,...,

= +

+
→ → →

×

×

=
=

==

+ +⋅⋅⋅+

∑∑∑ α α αα

α α α

α α α

1 2
1 2

11
1 2

1 2

1 2

 

∀ ∈ ∀ = ∀ =x i n qΩ ,   ,  q, q1,
r r

. 

 Baây giôø ta seõ nghieäm laïi raèng 

 T    : ( ) ( )X Xq q→  laø moät aùnh xaï co . 

 Xeùt F F X q q x i nq,
~

, , ,( )∈ = ∀ ∈ ∀ =
r

Ω ,   1 , ta coù 

(4.42)

( ) ( )

( ) ( )

T  T  F x F x a q

b b b F S x F S x

i
q

i
q

ijk
pq

s p
k

m

j

n

ijk ijk
p
ijk

j ijk j ijk

s s

p

p p

r r

r

r r r

r r r r r r

r
r r r( ) ~ ( ) ~ !

! !. . . !

. . . ( ) ~ ( )

, ,...,

− ≤ ×

→ → →
× −

=
=

==

+ +⋅⋅⋅+ + +⋅⋅⋅+

∑∑∑ α α αα

α α α
α α α α α α

1 2
1 2

11

1 2

1 2

1 2 1 2

 

 

≤ ×

→ → →
× −

=
=

==

+ +⋅⋅⋅+ + +⋅⋅⋅+

∞

∑∑∑ ~ !
! !. . . !

. . . ~

, ,...,

a q

b b b F F

ijk
pq

s p
k

m

j

n

ijk ijk
p
ijk

j j

s s

p

p p

r
r r r

r

r r r

r r r r r r

α α αα

α α α
α α α α α α

1 2
1 2

11

1 2

1 2

1 2 1 2

 

 

≤ ×
→ → →

×

−

≤ ≤ =
=

=

+ +⋅⋅⋅+ + +⋅⋅⋅+

∞=

∑∑

∑

max ~ !
! !. . . !

. . .

~

, ,...,

1 1 2
1 2

1
1 2

1

1 2

1 2 1 2

j n ijk
pq

s p
k

m
ijk ijk

p
ijk

j j
j

n

a q b b b

F F

s s

p

p p

r
r r r

r

r r r

r r r r r r

α α αα

α α α

α α α α α α
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≤ ×
→ → →

×

−

≤ ≤ =
=

=

= ∞=

∑∑

∑

max ~ !
! !. . . !

. . .

max ~

, ,...,

1 1 2
1 2

1
1 2

1

1 2

j n ijk
pq

s p
k

m
ijk ijk

p
ijk

q q j
q

j
q

j

n

a q b b b

F F

s s

pr
r r r

r

r r r

r

r r

α α αα

α α α

 

 Suy ra töø (4.42) baèng caùch laáy sup treân Ω  vaø sau ñoù laáy toång theo i. 

(4.43)    

( ) ( )TF Ti
q

i
q

i

n

j n ijk
pq

s p
k

m

i

n

ijk ijk
p
ijk

X

F a q

b b b F F

s s

p

q

r r

r

r r r

r
r r r− ≤ ×

→ → →
−

∞
= ≤ ≤ =

=
==

∑ ∑∑∑~ max ~ !
! !. . . !

. . . ~

, ,...,

( )

1 1 1 2
1 2

11

1 2

1 2

α α αα

α α α
 

 Laáy sup theo 
r r
q q q, =  cuûa veá traùi (4.43), ta coù 

(4.44)  T TF F F F
X q Xq q− ≤ −

~ ~
( ) ( )σ , 

trong ñoù 

(4.45)   σ
α α αα

α α α

q j n ijk
pq

s p
k

m

i

n
ijk ijk

p
ijka q b b b

s s

p

= ×
→ → →

≤ ≤ =
=

==
∑∑∑ max~ !

! !... !
...

, ,...,
1 1 2

1 2
11

1 2

1 2r

r r r
r

r r r

. 

 Vôùi moãi s = 1,2,....p  ta coù 

(4.46) 
( )

( ) ( )q
b

q
b bs

s
s
ijk

q

s

s s ps
q

s
ijk

ps
ijk

s

s s s s ps

s s

s ps!
!

!
! !... !

...
,...,

r

r

r r

r

α α α α

α

α α α α
α

α α→
= ×

= =
=

∑ ∑
1 2

1
1

1  

           

( )= + + ⋅ ⋅ ⋅ + =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

≤
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

=

≤ ≤ =

∑

∑

b b b b

b B

s
ijk

s
ijk

ps
ijk q

s
ijk

p q

s p s
ijk

p q
ijk q

s
s

s
s

1 2
1

1 1
1

μ
μ

μ
μ

max
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 Töø (4.46) ta coù 

(4.47)  

r
r r r

r r

r

r r

r

r

r

r

q b b

q
b

q
b

pq
s p

ijk
p
ijk

ijk

q

p

p
p
ijk

q

s s

p

p

p p

!
! !... !

...

!
!

!
!

, ,...,

α α α

α α

α

α α

α

α

α

α

1 2
1 2

1

1

1
1

1

1

1 1

×
→ →

=

=
→

⋅⋅⋅
→

=
=

= =

∑

∑ ∑

 

  ≤ =
+ +⋅⋅⋅+

B Bijk q q q ijk qp

1 1
1 2 . 

 Töø (4.45), (4.47) ta coù 

(4.48)  σ σq j n ijk
k

m

i

n
ijk q qa B≤ ≡

≤ ≤==
∑∑ max ~ ( )

111
1

 

 Vaäy ta vieát laïi (4.44) 

(4.49)  TF T− ≤ − ∀ ∈
~ ~

, ,
~

( ) ( )
( ) ( )F F F F F X

X
q

X
q

q qσ . 

 Vôùiø giaû thieát ( ) ( )′′ ′′H H1 3, , ta suy töø (4.48) raèng 

(4.50)  σ σ( )q < <1. 

 Vaäy aùp duïng ñònh lyù 2.1, toàn taïi duy nhaát F X q∈ ( )  sao cho 

F F= T , töùc laø heä phöông trình haøm (4.34) coù duy nhaát lôøi giaûi 

F X q∈ ( ) . 

 Töø söï duy nhaát lôøi giaûi cuûa heä (4.34), keát hôïp (4.32) ta coù 

(4.51)  F D f i n q q qi
q q

i

r r
r r= ∀ = ∀ =      , , , ,1 . 

 Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau 
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Ñònh lyù 4.2 

 Giaû söû ~ ,aijk
ijk,  B  cijk thoûa maõn caùc giaû thieát ( ) ( )′′ ′′H H1 3,  . Giaû söû 

( )g C Rq n∈ Ω; . Khi ñoù toàn taïi ( )f C Rq n∈ Ω;  vaø F X q∈ ( )  laø caùc lôøi 

giaûi duy nhaát cuûa heä (3.20)−(3.22) vaø (4.34), laàn löôït . Hôn nöõa, ta cuõng coù 

(4.52)  D f F i n q q q
q

i i
qr r

r r=       , , , ,∀ = ∀ =1 . 

Chuù thích 4.1 

 Trong tröôøng hôïp Ω = Rp , ta giaû söû raèng ~aijk ,  Bijk  thoûa ñieàu kieän 

(4.53)  max max ~
0 111 1

1
≤ ≤ ≤ ≤==

∑∑ <
s q j n ijk

k

m

i

n ijk s
a B , 

khi ñoù, neáu 

(4.54)   ( ) ( ) ( ){ }g C R g C R D g C R i n qb
q n

b
n

i b∈ = ∈ ∈ ≤ ≤ ≤Ω Ω Ω; ; : ; , ,α α1 , 

thì keát luaän cuûa ñònh lyù 4.2 vaãn ñuùng, trong ñoù caùc khoâng gian haøm 

( )C Rq nΩ;  vaø X q( )  xuaát hieän trong ñònh lyù laàn löôït ñöôïc thay bôûi 

( )C Rb
q nΩ;  vaø ( )( )C Rb

nNΩ; , vôùi  

  N p q
p q

=
+ −
−

( ) !
( ) ! !

1
1

. 

 Keát quaû naøy ñöôïc chöùng minh gioáng nhö chöùng minh ñònh lyù 4.2. 

 Tieáp theo, ta xem xeùt khai trieån Maclaurin cuûa lôøi giaûi cuûa heâ 

phöông trình haøm (3.20)−(3.22). 

 Giaû söû ( )f C Rq n∈ Ω;  laø lôøi giaûi cuûa heä (3.20)−(3.22) öùng vôùi 

( )g C Rq n∈ Ω; . 
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 Khai trieån Maclaurin cuûa fi  ñeán caáp q ta ñöôïc 

(4.55)   f x
k

k D f x t
q

q D f tx x dti i
kk

q q

i
q

( )
!

!
!

( ) ( )
( )!

!
!

( )= + −
−==

− −

=
∑∑ ∑∫

1 0 1
10

1 1

0

1

α α
α α

α

α α

α
 

hay 

(4.56)  f x D f x q t D f tx x dti i
kk

q
q

i
q

( )
!

( ) ( )
!

( )= + −
==

−
−

=
∑∑ ∑∫

1 0 1 1

0

1
1

0

1

α α
α α

α

α α

α
. 

 Maët khaùc ta coù 

(4.57)  1
0

≤ ≤ =
′ =

′ ≤ ≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
i n ,

f

f x q .i
q i

i

   F
  ,   ne u  q  ,

D   ,   ne u  1 qq

r

r

r

r

$

( ) $
 

 Ta vieát laïi (4.56) nhôø (4.57) nhö sau 

(4.58)    f x
q

F x q t
q

F tx x dti i
q q

q kk

q
q

i
q q

q q
( )

!
( ) ( )

!
( )= + −

==

−
−

=
∑∑ ∑∫

1 0 1 1

0

1
1

0

1
r r

r r

r

r r

r
. 

 Vaäy neáu ( )g C Rq n∈ Ω;  thì lôøi giaûi f cuûa heä (3.20)−(3.22) ñöôïc 

bieåu dieãn ôû daïng (4.58) vôùi Fi
qr  ñöôïc xaùc ñònh bôûi heä (4.34). 

 Ñaûo laïi, giaû söû ( )~ ;f C Rq n∈ Ω  ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng 

(4.59)     ~ ( )
!

( ) ( )
!

( )f x
q

F x q t
q

F tx x dti i
q q

q kk

q
q

i
q q

q q
= + −

==

−
−

=
∑∑ ∑∫

1 0 1 1

0

1
1

0

1
r r

r r

r

r r

r
,    

vôùi Fi
qr  ñöôïc xaùc ñònh bôûi heä (4.34), khi ñoù nhôø, (4.57)  ta vieát laïi (4.59) 

nhö sau  

(4.60) ~ ( )
!

( ) ( )
!

( )f x
q

D f x q t
q

D f tx x dti
q

i
q

q kk

q q q
i

q

q q
= + −

==

−
−

=
∑∑ ∑∫

1 0 1 1

0

1 1

0

1

r
r r

r

r r

r
 

          = f xi ( ) . (do (4.56)) 
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 Do ñoù ~f  laø lôøi giaûi laø lôøi giaûi cuûa heä (3.20)−(3.22) vaø ta coù ñònh lyù 

sau 

Ñònh lyù 4.3 

 Vôùi cuøng giaû thieát ñònh lyù 4.2, lôøi giaûi  f cuûa heä (3.20)−(3.22) ñöôïc 

bieåu dieãn döôùi daïng (4.58), vôùi  Fi
qr  ñöôïc xaùc ñònh bôûi heä phöông trình 

haøm  (4.34). 

 Ñaûo laïi, neáu ( )~ ;f C Rq n∈ Ω  ñöôïc bieåu dieãn döôùi daïng (4.59) vôùi 

Fi
qr  ñöôïc xaùc ñònh bôûi  (4.34) thì  ~f  laø lôøi giaûi cuûa heä (3.20)−(3.22). 

Chuù thích 4.2 

 Trong tröôøng hôïp Ω = R
p

 vaø ~aijk
ijk

 ,  B  thoûa dieàu kieän (4.53), neáu 

( )g C Rb
q n

∈ Ω;  thì keát luaän cuûa ñònh lyù 4.3 vaãn ñuùng, trong doù caùc khoâng 

gian haøm ( ) ( )C R R
n q n

Ω Ω; , ; C  vaø X
q( )

 xuaát hieän trong ñònh lyù 4.3 laàn 

löôït ñöôïc thay bôûi ( )C Rb
n

Ω; , ( )C Rb
q n
Ω;  vaø ( )( )C Rb

nNΩ; . 

 Ta trôû laïi vôùi tröôøng hôïp { }Ω = ∈ ≤x R x r
p
: 1 . Ta coù keát quaû sau 

Ñònh lyù 4.4 

 Neáu g g gn1 2, , . . . ,  laø caùc ña thöùc coù baäc khoâng vöôït quaù q-1, khi ñoù 

lôøi giaûi  f cuûa heä (3.20)−(3.22) cuõng laø ña thöùc nhö vaäy. 

Chöùng minh 

 Giaû söû 

(4.61)  g x C xi i
q

( ) =
≤ −
∑ α α

α 1
. 
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 Ta coù 

(4.62)  D g x n qi
α

α( ) ,= ∈ = ≥0 1 ,   x  ,  i  ,  Ω , 

 Khi ñoù F n q qi
qr r≡ ∈ = =0 1 ,   x  ,  i  ,  Ω ,  laø lôøi giaûi duy nhaát cuûa 

heä (4.34). Aùp duïng (4.58), ta coù lôøi giaûi fi  cuûa heä (3.20)−(3.22) cho bôûi 

(4.63)  f x
q

F xi i
q q

q kk

q
( )

!
( )=

==

−

∑∑ 1 0
0

1

r
r r

r
 

           =
≤ −
∑ 1 0

1
r

r r

r q
F xi

q q

q q !
( ) . 

 Ñònh lyù ñöôïc chöùng minh hoaøn taát. 

Ñònh lyù 4.5 

 Vôùi cuøng giaû thieát cuûa ñònh lyù 4.2, giaû söû ( )f C R
q n

∈ Ω;  laø lôøi giaûi 

cuûa heä (3.20)−(3.22) töông öùng vôùi ( )g C R
q n

∈ Ω;  vaø giaû söû raèng ~f  laø lôøi 

giaûi ña thöùc baäc khoâng vöôït quaù q-1 cuûa heä (3.20)−(3.22) töông öùng vôùi 

( )~ ~ , ~ , . . . , ~g g g gn= 1 2  trong ñoù 

(4.64)  ~ ( ) ! ( )g x q D g xi
q

i
q

q q
=

≤ −
∑ 1 0

1
r

r r

r
, 

 Khi ñoù ta coù 

(4.65)  f f r
q

D gX

q
q

Xq q
− ≤

− =
∑~

!
1

1 σ r
r

r
. 

Chöùng minh 

 Khai tieån Maclaurin cuûa gi  ñeán caáp q ta coù 
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(4.66)  g x g x
q

t q
q

D g tx x dti i
q q

i
q

q q
( ) ~ ( )

( )!
( ) !

!
( )= +

−
−

−

=
∑∫

1
1

1
1

0

1

r
r r

r
, 

 Aùp duïng coâng thöùc ñaùnh giaù (3.7) ta ñöôïc 

(4.67)  f f g gX X− ≤
−

−~ ~1
1 σ

, 

trong ñoù 

(4.68)  g g g x g xX
x

i i
i

n
− = −

∈ =
∑~ sup ( ) ~ ( )

Ω 1
. 

 Tröôùc heát ta ñaùnh giaù soá haïng 

(4.69) g x g x q t
q

D g tx x dti i
q q

i
q

q q
( ) ~ ( ) ( )

!
( )− = − −

=
∑∫ 1 11

0

1

r
r r

r
 

       ≤ − −

=
∑∫q t

q
D g tx x dtq q

i
q

q q
( )

!
( )1 11

0

1

r
r r

r
. 

 Suy ra 

(4.70)  g x g x q t
x
q

D g tx dti i
i

n
q

q
q

i
i

n

q q
( ) ~ ( ) ( )

!
( )− ≤ −

=

−

==
∑ ∑∑∫

1

1

10

1
1

r
r

r
r , 

ta laïi coù 

(4.71)  D g tx D g y D g tq
i

i

n

y

q
i

i

n
q

X

r r r

( ) sup ( ) , [ , ].
= ∈ =
∑ ∑≤ = ∀ ∈

1 1
0 1

Ω
   

(4.72)  x x x x x xq q q
p
q q q q qp p

r

= ≤ =
+ +⋅⋅⋅+

1 2 1 1
1 2 1 2... , 

     ∀ = ∀ ∈r rq q q , x Rp ,   .  

 Vaäy töø (4.70)−(4.72) ta thu ñöôïc 
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(4.73)  g x g x q t
x
q

D g dti i
i

n
q

q
q

X
q q

( ) ~ ( ) ( )
!

− ≤ −
=

−

=
∑ ∑∫

1

1 1

0

1
1 r

r

r
 

          =
=
∑ x

q
D g

q
q

X
q q

1r
r

r !
. 

 Töø (4.68) vaø (4.73) ta ñöôïc 

(4.74)  g g r
q

D gX

q
q

X
q q

− ≤
=
∑~

!r
r

r
. 

 Vaäy töø (4.67) vaø (4.74) ta coù (4.65). 

 Ñònh lyù 4.5 ñöôïc chöùng minh hoaøn taát. 

Ñònh lyù 4.6 

 Vôùi cuøng giaû thieát cuûa ñònh lyù 4.2, giaû söû ( )g C Rn∈ ∞ Ω;  sao cho 

toàn taïi soá thöïc d > 0 sao cho 

(4.75)  D g d q Zq
X

q pr r r≤ ∀ ∈ +  ,   . 

 Giaû söû raèng f laø lôøi giaûi cuûa heä (3.20)−(3.22) töông öùng vôùi g vaø 

( )~ ~ , ~ , . . . , ~[ ] [ ] [ ] [ ]f f f fq q q
p

q= 1 2  laø lôøi giaûi ña thöùc coù baäc khoâng vöôït quaù q-1 

cuûa heä (3.20)−(3.22) töông öùng vôùi ~g  nhö (4.64), khi ñoù ta coù 

(4.76)  lim ~[ ]

q

q
X

f f
→∞

− = 0 . 

 Hôn nöõa ta coù ñaùnh giaù 

(4.77)  f f prd
q

q
X

q
− ≤

−
~ ( )

!
[ ] 1

1 σ
. 

Chöùng minh 

 Deã daøng suy töø (4.65) vaø (4.75) ta ñöôïc 
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(4.78)  f f rd
q

q
X

q

q q
− ≤

− =
∑~ ( )

!
[ ] 1

1 σ r
r

 

    =
− =

∑( )
!

rd q

q1
1

σ αα
. 

 Ta söû duïng haèng ñaúng thöùc 

(4.79)  ( ) !
!

x x x q x x R q Zp
q

q

p
1 2+ + ⋅ ⋅ ⋅ + = ∀ ∈ ∀ ∈

=
+∑ α

α

α
  ,    ,  , 

vôùi  x x xp1 2 1= = ⋅ ⋅ ⋅ = =  ta coù 

  p qq

q
=

=
∑ !

!αα
  hay 

(4.80)  1
αα ! !=

∑ =
q

qp
q

. 

 Do ñoù, ñaùnh giaù (4.77) suy töø (4.78) vaø (4.80) vaø hieån nhieân (4.76) 

suy töø (4.77). 

 Ñònh lyù 4.6 ñöôïc chöùng minh hoaøn taát. 

Ñònh lyù 4.7 

 Vôùi cuøng giaû thieát cuûa ñònh lyù 4.2, giaû söû ( )g C Rn∈ Ω;  vaø f laø lôøi 

giaûi cuûa heä (3.20)−(3.22) töông öùng vôùi g.Khi ñoù toàn taïi daõy caùc ña thöùc coù 

baäc khoâng vöôït quaù q-1. 

(4.81)  ( )~ ~ , ~ , . . . , ~[ ] [ ] [ ] [ ]f f f fq q q
p

q= 1 2 , 

sao cho 

(4.82)  lim ~[ ]

q

q
X

f f
→∞

− = 0 . 

Chöùng minh 
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 Do ñònh lyù Weierstrass, moãi haøm gi  ñöôïc xaáp xæ bôûi moät daõy caùc ña 

thöùc hoäi tuï ñeàu pi
q[ ]  khi baäc cuûa noù laø q-1 tieán ra ∞ . Khi ñoù 

(4.83)    ( ) ( )p p p p g  trong C Rq q q
p

q n[ ] [ ] [ ] [ ], , . . . , ;= → → ∞1 2 Ω  khi q . 

 Goïi ~[ ]f q  laø lôøi giaûi ña thöùc cuûa heä (3.20)−(3.22) töông öùng vôùi 

g p q= [ ] . Nhôø ñaùnh giaù (4.67) vôùi ~ [ ]g p q= , ta coù 

(4.84)  ~[ ] [ ]f f p gq
X

q
X

− ≤
−

− → → ∞1
1

0
σ

 ,  khi q . 

Chuù thích 4.3 

 Caùc keát quaû trong caùc ñònh lyù 4.1− 4.7 ñaõ toång quaùt caùc keát quaû 

trong baøi  baùo [5] maø vôùi p = 1 nhö laø moät tröôøng hôïp rieâng. 
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Chöông 5 
 

THUAÄT GIAÛI LAËP CAÁP HAI 
VAØ AÙP DUÏNG 

 

5.1 Thuaät giaûi laëp caáp 2 

 Trong chöông 3, ñònh lyù 3.1 ñaõ cho moät thuaät giaûi xaáp xæ lieân tieáp 

(3.10), theo nguyeân taéc aùnh xaï co, laø moät thuaät giaûi hoäi tuï caáp 1. Trong 

chöông naøy chuùng ta trôû laïi heä (1.1) ñeå nghieân cöùu moät thuaät giaûi coù caáp 

ñoä hoäi tuï cao hôn. Ta giaû söû caùc haøm a x yijk ( , )  khaû vi lieân tuïc ñeán caáp caàn 

thieát vaø chuùng ta seõ laøm chính xaùc caùc giaû thieát sau ñoù. 

 Ta xeùt giaûi thuaät sau ñaây cho heä (1.1) 

 _ Cho tröôùc ( )f f f f Xn
( ) ( ) ( ) ( ), , . . . ,0

1
0

2
0 0= ∈ . 

 _ Giaû söû bieát  ( )f f f f Xn
( ) ( ) ( ) ( ), , . . . ,ν ν ν ν− − − −= ∈1

1
1

2
1 1 , ta xaùc ñònh 

  ( )f f f f Xn
( ) ( ) ( ) ( ), , . . . ,ν ν ν ν= ∈1 2   bôûi 

(5.1)      
[ ]{ [ ]

[ ]}

f x a x f S x
a
y

x f S x

f S x f S x g x

i ijk j ijk
ijk

j ijk
k

m

j

n

j ijk j ijk i

ν ν ν

ν ν

∂

∂
( ) , ( ( )) , ( ( ))

( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( )

= + ×

× − +

− −

==

−

∑∑ 1 1

11

1                            

 

x i n ,i∈ ≤ ≤ =Ω ,  1 1 2ν , , . . .  

 Ta vieát laïi döôùi daïng 

(5.2)  f x x f S x g xi ijk j ijk
k

m

j

n

i
ν ν ν να( ) ( ) ( ( )) ( )( ) ( ) ( )= +

==
∑∑

11
, 

x i n ,i∈ ≤ ≤ =Ω , 1 1 2ν , ,...     
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trong ñoù 

(5.3) [ ]α
∂

∂
ν ν

ijk
ijk

j ijkx
a
y

x f S x( ) ( )( ) , ( ( ))= −1 , 

(5.4) { }g x g x a x f S x x f S xi i ijk j ijk ijk j ijk
k

m

j

n
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) [ , ( ( ))] ( ) ( ( ))ν ν ν να= + −− −

==
∑∑ 1 1

11
, 

x i j n ,i∈ ≤ ≤ ≤ ≤Ω ,  1 k m1 , .  

 Ta thaønh laäp caùc giaû thieát sau 

 ( )′′′ →H ijk i j1   S :Ω Ω  laø caùc haøm lieân tuïc, 

 ( )′′′ ∈H X2   g . 

 Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau 

Ñònh lyù 5.1 

 Giaû söû ( ) ( )′′′ ′′′H H1 2,  ñuùng. Giaû söû a
a
y

R Rijk
ijk

i, :
∂

∂
Ω × →  lieân tuïc 

vaø thoûa caùc ñieàu kieän 

(5.5)  ( )a
a
y

C M M R Mijk
ijk

b i, [ , ]; ,
∂

∂
∈ × − ∀ >Ω 0 . 

(ñieàu kieän (5.5) boû qua neáu Ω i  laø compact) 

 Giaû söû f X( )ν− ∈1  thoûa 

(5.6)  max sup ( )( )

111
1

≤ ≤ ∈==
∑∑ <

j n x
ijk

k

m

j

n

i

x
Ω
α ν . 

 Khi ñoù toàn taïi duy nhaát f X( )ν ∈  laø lôøi giaûi cuûa (5.2)−(5.4). 
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Chöùng minh  

 Ta aùp duïng ñònh lyù 3.1 deã daøng vôùi 

  a x y x y , x g xijk ijk i( , ) ( ). ( ) ( )( ) ( )= =α ν ν g  i vaø ~ ( )α α ν
ijk ijk= . 

 Vôùi moãi  M > 0 ta ñaët 

(5.7)  

A M a x y

A M
a
y

x y

A M

A M
a x y

y

ijk
x y M

ijk

ijk
x y M

ijk

M j nk

m

i

n

ijk

ijk
x y M

ijk

i

i

i

( )

,

( )

,

( )

( )

,

( ) sup ( , ) ,

( ) sup ( , ) ,

max ( ),

( ) sup
( , )

0

1

111

1

2
2

2

=

=

=

= ⋅

∈ ≤

∈ ≤

≤ ≤==

∈ ≤

∑∑

Ω

Ω

Ω

∂

∂

σ

∂

∂

 

 Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau 

Ñònh lyù 5.2 

 Giaû söû ( ) ( )′′′ ′′′H H1 2,  ñuùng, giaû söû a
a
y

a

y
R Rijk

ijk ijk
i, , :

∂

∂

∂

∂

2

2 Ω × →  

lieân tuïc vaø thoûa caùc ñieàu kieän 

(5.8)  ( )a
a
y

a

y
C M M R Mijk

ijk ijk
b i, , [ , ]; ,

∂

∂

∂

∂

2

2 0∈ × − ∀ >Ω . 

(ñieàu kieän (5.8) boû qua neáu Ω i  laø compact). 

(5,9) Toàn taïi haèng soá döông M > 0 sao cho 

 g A M M MX ijk
k

m

i j

n

M+ + ≤
==
∑∑ ( )

,
( )0

11
2 σ . 
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 Khi ñoù 

 (i) Thuaät giaûi  (5.1) laø caáp 2. Chính xaùc hôn, neáu f M
X

( )0 ≤  thì 

(5.10)  f f f f
X M X

( ) ( ) , , . . .ν ν− ≤ − ∀ν =−Γ 1 2
12  ,    

trong ñoù 

(5.11)  ( )σ
σM

M j nk

m

i

n

ijkA M=
− ≤ ≤==

∑∑1
2 1 111

2max ( ),( )  

vaø f laø lôøi giaûi cuûa heä (1.1). 

 (ii) Neáu f ( )0  ñöôïc choïn ñuû gaàn f sao cho 

(5.12)  ΓM X
f f( )0 1− < , 

thì thuaät giaûi (5.1) hoäi tuï ñeán caáp 2 vaø thoûa moät ñaùnh giaù sai soá 

(5.13)  f f f f
X

M
M X

( ) ( ) , , . . .ν
ν

− ≤ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ∀ν =1 1 20

Γ
Γ

2
  ,    

Chöùng minh 

 Tröôùc heát daõy { }f ( )ν  ñöôïc xaùc ñònh töø ñònh lyù 5.1. 

 Ta seõ nghieäm laïi raèng neáu f M
X

( )0 ≤  thì 

(5.14)  f M  ,
X

( ) , , . . .ν ≤ ∀ν =  1 2  

 Giaû thieát qui naïp 

(5.15)  f M
X

( )ν − ≤1 , 

 Ta coù töø (5.2) vaø (5.15) raèng 
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(5.16)  f x x f S x g xi ijk j ijk
k

m

j

n

i
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ( )) ( )ν ν ν να≤ +

==
∑∑

11
 

     

≤ +

≤ +

==

≤ ≤ ==

∑∑

∑∑

A M f g

A M f g

ijk j Xk

m

j

n

i X

j n ijk j Xj

n

k

m

i X

j i

j i

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

max ( )

1

11

1

1

11

ν ν

ν ν
 

 Laáy sup treân Ω i  roài laáy toång theo I ta coù 

(5.17)  f f f g
X i X

i

n

M X Xi

( ) ( ) ( ) ( )ν ν ν νσ= ≤ +
=
∑

1
. 

 Chuù yù raèng töø (5.9) ta suy ra 0 1
2

< ≤σM , do ñoù töø (5.17) ta thu 

ñöôïc 

(5.18)  f g
X

M
X

( ) ( )ν ν

σ
≤

−
1

1
. 

 Ta ñaùnh giaù g x
X

( ) ( )ν  

 Töø (5.4) ta coù 

(5.19)     g x g x A M A M fi i X ijk
k

m

j

n

ijk j Xk

m

j

n

i j

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ν ν≤ + +
==

−

==
∑∑ ∑∑0

11

1 1

11
. 

 Laáy sup treân Ω i  vaø sau ñoù laáy toång theo I ta ñöôïc 

(5.20)  g g A M M
X X ijk

k

m

i j

n

M
( ) ( )

,
( )ν σ≤ + +

==
∑∑ 0

11
. 

 Töø caùc ñaùnh giaù (5.18), (5.20) vaø söû duïng giaû thieát (5.9) ta thu ñöôïc 

(5.14). 
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 Baây giôø ta ñaùnh giaù  e f fi i i
( ) ( )ν ν= − . 

 Töø heä (1.1) vaø (5.1), laáy hieäu ta ñöôïc 

(5.21)   
[ ] [ ]{

[ ][ ]}

e x a x f S x a x f S x

a
y

x f S x f S x f S x

i ijk j ijk ijk j ijk
k

m

j

n

ijk
j ijk j ijk j ijk

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) , ( ( )) , ( ( ))

, ( ( )) ( ( )) ( ( ))

ν ν

ν ν ν
∂

∂

= −

− −

−

==

− −

∑∑ 1

11

1 1           

 

 Khai trieån Taylor haøm [ ]a x fijk j,  xung quanh ñieåm ( )x fj, ( )ν −1  ñeán 

caáp 2 ta ñöôïc 

(5.22)         
[ ] [ ] [ ]( )

[ ]( )

a x f a x f
a
y

x f f f

a

y
x f f

ijk j ijk j
ijk

j j j

ijk
j j j

, , ,

!
,

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− = − +

+ −

− − −

−

ν ν ν

ν ν

∂

∂

∂

∂
λ

1 1 1

2

2
1 21

2

 

trong ñoù  

  λ θ θν ν ν ν ν
j j j j jf e( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + < <− −1 1 0 1  ,   . 

 Thay (5.22) vaøo (5.21) vôùi caùc ñoái soá cuûa f j j j, ,( ) ( ) f ν νλ−1  trong (5.22) 

thay bôûi S xijk ( )  ta ñöôïc 

(5.23)  

[ ]

[ ]

e x
a
y

x f S x e S x

a

y
x S x e S x

j
ijk

j ijk j ijk
k

m

j

n

ijk
j ijk j ijk

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) , ( ( )) ( ( ))

!
, ( ( )) ( ( ))

ν ν ν

ν ν

∂

∂

∂

∂
λ

=
⎧
⎨
⎩

+
⎫
⎬
⎪

⎭⎪

−

==

−

∑∑ 1

11

2

2
1 21

2
           

 

 Ta suy ra töø (5.23) raèng 
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(5.24)    

e x A M e A M e

A M e A M e

j ijk j Xk

m

j

n

ijk j Xk

m

j

n

j n ijk j Xk

m

j n ijk j Xj

n

k

m

j j

j

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
!

( )

max ( )
!

max ( )

ν ν ν

ν ν

≤ +

≤ +

==

−

==

≤ ≤= ≤ ≤

−

==

∑∑ ∑∑

∑ ∑∑

1

11

2 1 2

11

1

1

1 1

2 1 2

11

1
2

1
2

           
 

 Ta chuù yù raèng 

(5.25)  e e ej Xj

n

j Xj

n

Xj j

( ) ( ) ( )ν ν ν−

=

−

=

−∑ ∑≤
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =1 2

1

1

1

2
1 2

. 

 Töø (5.24), laáy sup treân Ω i , sau ñoù laáy toång theo i vaø keát hôïp vôùi 

(5.25) ta ñöôïc 

(5.26)   e e e A M e
X i X

i

n

M X j n ijk Xk

m

i

n

i

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

!
max ( )ν ν ν νσ= ≤ +

= ≤ ≤

−

==
∑ ∑∑

2

1 1

2 1 2

11

1
2

. 

 Do ñoù töø (5.26) ta ñöôïc (5.10) vaø vì vaäy (5.13) ñöôïc suy ra deã daøng. 

5.2 Aùp duïng 

 Trong phaàn naøy ta xeùt heä phöông trình haøm sau 

(5.27)  ( )a f S x g x i nij j ijk
j

n

i i( ) ( )
=
∑ = ∈ ≤ ≤

1
1 ,  x  ,  Ω , 

  Ω i
pR⊂  laø taäp compact hoaëc khoâng, 

  S Rij i j i i: , :Ω Ω Ω→ →g  laø caùc haøm soá lieân tuïc cho tröôùc, 

  aij  laø caùc haèng soá thöïc, 

  f Ri i:Ω →  laø caùc aån haøm. 
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 Neáu Sii i j:Ω Ω→  laø song aùnh lieân tuïc sao cho haøm ngöôïc 

Sii i i
− →1:Ω Ω  cuõng lieân tuïc vaø aii ≠ 0 , ∀ =i n1, , khi ñoù (5.27) töông ñöông 

vôùi heä sau 

(5.28) ( ) ( )f x
a
a

f S S x
a

g S x ni
ij

ii
j ij ii

j
j i

n

ii
i ii i( ) ( ) ( ) ,= − + ∈ =−

=
≠

−∑ o 1

1

11 1 ,   x  ,  iΩ . 

 Ñaët   

(2.29)  

( )

~ ,

~

~ ( ) ( )

~ ( ) ( ) .

a

a
a

a
j ,

S x S S x

x
a

g S x

ii

ij
ij

ii

ij ij ii

ii
i ii

=

= − ≠

=

=

−

−

0

1

1

1

   ,   i = 1, n

 ,  i

 ,

gi

o
 

 Khi ñoù (2.28) vieát laïi 

(5.30)  ( )f x a f S x g ni ij j ij
j

n

i i( ) ~ ~ ( ) ~ ,= + ∈ =
=
∑

1
1(x) ,   x  ,  iΩ . 

 Heä (5.30) laø tröôøng hôïp rieâng cuûa heä (1.1) öùng vôùi m = 1 vaø 

a x y a y (kijk ij( , ) ~ . )= = 1 . Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau 

Ñònh lyù 5.3 

 Giaû thieát 

 

( )

( )

A X 

A i n
i n

n

1

2 1
0 1 1

   g

   a  ,    ,  
a
a

 ,ii
ij

iij=1
j i

∈

≠ ∀ = = <
≤ ≤

≠

∑

,

, maxσ  
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 ( )A i j3    Sij:Ω Ω→  lieân tuïc ∀ =i n1 2, , . . . ,  sao cho 

  Sii :Ω Ωi j→  laø song aùnh, lieân tuïc vaø haøm ngöôïc   

  Sii
-1:Ω Ωi j→  cuõng lieân tuïc. 

 Khi ñoù heä (5.27) toàn taïi duy nhaát lôøi giaûi  f X∈ . 

Chöùng minh 

 Heä (5.27) hoaëc (5.30) töông ñöông vôùi phöông trình toaùn töû trong X 

nhö sau 

(5.31)  f Tf= , vôùi ( )f f f f Xn= ∈1 2, , . . . , . 

(5.32)  ( ) ( ) ( )( )Tf Tf Tf Tf n= 1 2, , . . . , , 

vôùi  ( ) ( )Tf x a f S x g x i ni ij j ij
j

n

i i( ) ~ ~ ( ) ~ ( )= + ∈ ≤ ≤
=
∑

1
 ,  x  ,  1Ω . 

 X X X Xn= × × ⋅ ⋅ ⋅1 2  laø khoâng gian Banach vôùi chuaån ñöôïc choïn 

nhö sau 

(5.33)  f fX i n i X i
=

≤ ≤
max
1

. 

 Ta nghieäm laïi deã daøng raèng T X X: →  thoûa 

(5.34)  Tf Tf f f f f XX X− ≤ − ∀ ∈~ ~ , , ~σ . 

 Do ñoù ñònh lyù 5.3 ñöôïc chöùng minh. 
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PHAÀN KEÁT LUAÄN 
 

 Luaän vaên chuû yeáu khaûo saùt söï toàn taïi duy nhaát vaø oån ñònh cuûa lôøi 

giaûi heä phöông trình haøm phi tuyeán vaø tuyeán tính baèng caùch söû duïng ñònh 

lyù ñieåm baát ñoäng Banach. Moät soá tính chaát ñinh tính cuûa lôøi giaûi trong moät 

lôùp caùc heä phöông trình haøm ñaëc bieät cuõng ñöôïc nghieân cöùu. Sau cuøng laø 

phaàn nghieân cöùu thuaät giaûi laëp hoäi tuï caáp hai vaø chuù yù ñeán moät aùp duïng 

vaøo heä phöông trình haøm tuyeán tính ñaëc bieät. 

 Phaàn chính cuûa luaän vaên naèm ôû caùc chöông 3, 4 vaø 5. 

 Trong chöông 3, chuùng toâi thu ñöôïc moät soá keát quaû veà söï toàn taïi, 

duy nhaát vaø oån ñònh lôøi giaûi ( )f f fn1 2, ,...,  cuûa heä phöông trình haøm phi 

tuyeán (1.1), ôû ñaây moãi thaønh phaàn fi  cuûa lôøi giaûi coù mieàn xaùc ñònh 

Ω i
pR⊂ . Keát quaû naøy toång quaùt hôn keát quaû trong [5] vôùi p = 1, 

Ω Ω Ωi = ≤ ≤ ,  1 i n ,   laø khoaûng bò chaän hoaëc khoâng bò chaän cuûa R; toång 

quaùt hôn trong [1] vôùi p = 1, m = n = 2, Ω Ωi b b= = − ≤ ≤[ , ] ,  1 i 2 , Sijk  laø 

haøm baäc nhaát. Moät soá tröôøng hôïp rieâng cuûa heä (1.1) cuõng cho keát quaû toång 

quaùt hôn trong [1], [5]. 

 Trong chöông 4, chuùng toâi thu ñöôïc khai trieån Maclaurin cuûa lôøi giaûi 

heä phöông trình haøm tuyeán tính (3.20) vôùi tröôøng hôïp Sijk laø haøm affine. 

Töø ñoù chuùng toâi ñaõ xaây döïng ñöôïc coâng thöùc lôøi giaûi (4.59). Hôn nöõa, neáu 

gi  laø caùc ña thöùc thì lôøi giaûi thu ñöôïc cuõng laø ña thöùc cuøng baäc vôùi gi , neáu 

gi  lieân tuïc thì lôøi giaûi thu ñöôïc ñöôïc xaáp xæ bôûi daõy caùc ña thöùc hoäi tuï ñeàu. 

Keát quaû naøy cuõng toång quaùt hoùa caùc keát quaû trong [1], [5]. 
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 Trong chöông 5, chuùng toâi khaûo saùt moät thuaät giaûi laëp caáp hai cho 

heä (1.1). Keát quaû phaàn naøy laø thu ñöôïc ñieàu kieän treân caùc haøm aijk  ñeå coù 

ñöôïc thuaät giaûi laëp hoäi tuï ñeán caáp hai. Phaàn cuoái cuûa chöông naøy laø aùp 

duïng vaøo moät heä phöông trình haøm ñaëc bieät maø ñöôïc ñöa veà heä (1.1) vôùi 

m = 1. 

 Caùc keát quaû thu ñöôïc töø caùc chöông 3, 4, 5 laø môùi vaø chöa ñöôïc 

coâng boá. 
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