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CHÖÔNG 1 

TOÅNG QUAN 
 
 

 Trong luaän vaên naày, chuùng toâi nghieân cöùu heä phöông trình haøm sau ñaây 
 

  ( )∑∑
= =

Φ=
m

k

n

j
ijkjijki xRfaxf

1 1
))(()( ε ),())((

1 1
xgxSfb i

m
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n

j
ijkjijk ++∑∑

= =

 (1.1) 

 
,,...,1; nix =Ω∈∀  trong ñoù ],[ ba=Ω  hoaëc Ω  laø moät khoaûng khoâng bò chaän cuûa ,IR  

ijkijk ba ,  laø caùc haèng soá thöïc cho tröôùc; ,: IRgi →Ω ,:, Ω→Ωijkijk SR  vaø 

IRIR→Φ :  laø caùc haøm soá lieân tuïc cho tröôùc thoaû moät soá ñieàu kieän naøo ñoù maø ta seõ 
chæ roõ sau ñoù. Caùc haøm IRfi →Ω:  laø caùc aån haøm, ε  laø  moät tham soá beù. 
 Trong tröôøng hôïp rieâng ,)( 2yy =Φ ijkijk SR = , heä (1.1) ñöôïc nghieân cöùu bôûi caùc 

taùc giaû N.T. Long, N.H. Nghóa, T.N. Dieãm[6]; L.T. Vaân [11].  
Trong [12], caùc taùc giaû C.Q. Wu, Q.W. Xuan, D.Y. Zhu ñaõ nghieân cöùu heä (1.1) 

sau ñaây öùng vôùi ],,[ bb−=Ω  ,2== nm  0=ijka  vaø ijkS  laø caùc nhò thöùc baäc nhaát. 
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vôùi moïi ],,[ bbx −=Ω∈  trong ñoù, caùc haèng soá bcba ijijij ,,,  cho tröôùc thoûa caùc ñieàu 

kieän: 

  ,1)(max],
1

[max,1
3

1,
<
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≥< ∑
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iij

ij

ji
ij a

b

c
bb                                (1.3) 

caùc haøm soá 21, gg  lieân tuïc cho tröôùc vaø 21, ff  laø caùc aån haøm. Nghieäm cuûa heä (1.2)  luùc 
naøy cuõng ñöôïc xaáp xæ bôûi moät daõy qui naïp hoäi tuï ñeàu vaø oån ñònh ñoái vôùi caùc ig . 
 Trong [9], caùc taùc giaû Nghóa, Khoâi ñaõ xeùt heä phöông trình haøm cuï theå sau ñaây 
ñeå laøm kieåm tra moät thuaät toaùn soá 
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vôùi moïi ]1,1[−∈x , trong ñoù 21 , gg  ñöôïc choïn sao cho heä (1.4) coù nghieäm chính xaùc bieát 
tröôùc. 
  Trong [3], caùc taùc giaû Long, Nghóa, Ruy, Khoâi ñaõ nghieân cöùu moät tröôøng hôïp 
rieâng cuûa (1.1) vôùi 0=ijka  vaø ],[ bb−=Ω   hay Ω  laø khoaûng khoâng bò chaän cuûa .IR  

Baèng caùch söû duïng ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach, trong [3] ñaõ thu ñöôïc keát quaû veà söï 
toàn taïi, duy nhaát vaø tính oån ñònh nghieäm cuûa heä (1.1) ñoái vôùi caùc haøm ig . Trong tröôøng 
hôïp 0=ijka  vaø ijkS  laø caùc nhò thöùc baäc nhaát, );( nr IRCg Ω∈  vaø ],,[ bb−=Ω  trong [3] 

ñaõ thu ñöôïc moät khai trieån Maclaurin cuûa nghieäm cuûa heä (1.1) cho ñeán caáp .r  Hôn 
nöõa, neáu ig  laø caùc ña thöùc baäc ,r  thì nghieäm cuûa heä (1.1) cuõng laø ña thöùc baäc .r  Keá 
ñoù,  neáu ig  laø caùc haøm lieân tuïc, nghieäm f cuûa (1.1)  ñöôïc xaáp xæ bôûi moät daõy caùc ña 
thöùc hoäi tuï ñeàu. Sau ñoù, caùc keát quaû treân ñaây ñaõ ñöôïc nôùi roäng bôûi caùc taùc giaû Long, 
Nghóa[4] cho mieàn ⊂Ω pIR  nhieàu chieàu vaø ijkS  laø caùc haøm affine. Hôn nöõa, trong [4] 

cuõng cho moät ñieàu kieän ñuû veà söï hoäi tuï caáp hai. Moät soá keát quaû lieân quan ñeán khai 
trieån tieäm caän cuûa nghieäm cho heä (1.1) theo moät tham soá beù ε   cuõng ñöôïc xem xeùt 
trong baøi baùo cuûa Long, Nghóa, Dieãm [6] vaø Long [8]. 
  Gaàn ñaây, N.T. Long, P.H. Danh, N.K. Khoâi [5] ñaõ nghieân cöùu heä phöông trình 
tích phaân-haøm 
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Sau ñoù P.H. Danh, H.T.H. Dung, N.T. Long[1]  ñaõ xeùt heä 
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,,...,2,1 ni = ],,[ bbx −=Ω∈  trong ñoù IRgi →Ω:  laø caùc haøm lieân tuïc cho tröôùc, 

Rcba ijkijkijkijkijkijk ∈γβα ,,,,,  laø caùc haèng soá thöïc cho tröôùc thoûa theâm moät soá ñieàu 

kieän phuï. Caùc taùc giaû trong [1, 5] ñaõ thieát laäp nghieäm ),...,( 1 nfff =  bôûi moät daõy caùc 
ña thöùc hoäi tuï ñeàu. 
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  Luaän vaên naày ñöôïc trình baøy trong 6 chöông, phaàn keát luaän vaø cuoái cuøng laø 
phaàn taøi lieäu tham khaûo. 
  Trong chöông 1, laø phaàn toång quan veà heä phöông trình haøm, moät soá keát quaû ñaõ 
coù tröôùc ñoù vaø moät soá noäi dung caàn trình baøy trong caùc chöông cuûa luaän vaên. 
   Trong chöông 2, laø phaàn trình baøy coâng cuï chuû yeáu ñeå söû duïng cho caùc chöông 
sau. 
 Trong chöông 3, döïa vaøo ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach, chuùng toâi chöùng minh 
söï toàn taïi, duy nhaát nghieäm cuûa heä (1.1). 
  Trong chöông 4, chuùng toâi nghieân cöùu moät ñieàu kieän ñuû ñeå thu ñöôïc thuaät giaûi 
laëp hoäi tuï caáp hai cho heä (1.1). Ñieàu naày cho pheùp gia taêng toác ñoä hoäi tuï cuûa thuaät giaûi 
laëp so vôùi thuaät giaûi xaáp xæ lieân tieáp cuûa aùnh xaï co. 
  Trong chöông 5, chuùng toâi nghieân cöùu heä phöông trình haøm (1.1) bò 
nhieãu bôûi moät tham soá beù .ε  Chuùng toâi thu ñöôïc trong chöông naày moät khai trieån tieäm 
caän nghieäm cuûa heä (1.1) ñeán caáp 1+N  theo ,ε  vôùi ε  ñuû nhoû theo nghóa 
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rr Off εεε  
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1 0

][ +

= =Ω∈
≤−∑ ∑ N

n

i

N

r

r
i

r
i

x
Cxfxf εε   

 
trong ñoù C  laø moät haèng soá  ñoäc laäp vôùi .ε  

 Trong chöông 6, chuùng toâi nghieân cöùu moät soá ví duï heä phöông trình haøm cuï theå 
vôùi thuoäc daïng (1.1) öùng vôùi ,2,1 == nm ],1,1[−=Ω ,2,)( ≥=Φ pyy p  ôû ñoù moät thuaät 

giaûi hoäi tuï caáp hai vaø chæ ra caùc thaønh phaàn trong khai trieån tieäm caän ñeán caáp hai cho 
heä ñöôïc khaûo saùt. 

 
 Phaàn keát luaän neâu leân moät soá keát quaû thu ñöôïc trong luaän vaên vaø moät soá chuù yù 
keøm theo. Cuoái cuøng laø phaàn taøi lieäu tham khaûo. 
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CHÖÔNG 2 
 

CAÙC KYÙ HIEÄU VAØ KHOÂNG GIAN HAØM 
 
 Trong chöông 2, laø phaàn giôùi thieäu veà caùc kyù hieäu, caùc khoâng gian haøm vaø moät 
soá coâng cuï cô baûn ñöôïc söû duïng trong luaän vaên. 
 
2.1. Caùc kyù hieäu 
 
 Ta kyù hieäu ],[ ba=Ω  hay Ω   laø khoaûng khoâng bò chaën trong .IR  
Vôùi ],[ ba=Ω , ta kyù hieäu );( nIRCX Ω=  laø khoâng gian Banach cuûa caùc haøm soá 

),...,( 1 nfff = nIR→Ω:  lieân tuïc treân  Ω   ñoái vôùi chuaån 

 ∑
=Ω∈

=
n

i
i

x
X xff

1
)(sup .                                                                            (2.1) 

Khi Ω  laø khoaûng khoâng bò chaën, ta kyù hieäu );( n
b IRCX Ω=  laø khoâng gian Banach cuûa 

caùc haøm soá nIRf →Ω:  lieân tuïc, bò chaän treân Ω  ñoái vôùi chuaån (2.1). 
 
 Töông töï, vôùi soá nguyeân khoâng aâm ,m  ta ñaët 
 

}.1,0),;(:);(),...,({);( )(
1 nimkIRCfIRCfffIRC k

i
n

n
nm ≤≤≤≤Ω∈Ω∈==Ω  

 
Vôùi Ω   laø khoaûng khoâng bò chaën, ta kyù hieäu 
 

}.1,0),;(:);(),...,({);( )(
1 nimkIRCfIRCfffIRC b

k
i

n
bn

nm
b ≤≤≤≤Ω∈Ω∈==Ω  

 
Maët khaùc, );( nm IRC Ω  vaø );( nm

b IRC Ω  cuõng laø caùc khoâng gian Banach ñoái vôùi chuaån

 .)(supmax
1

)(

1
∑
=Ω∈≤≤

=
n

i

k
i

xmk
m xff                                                             (2.2)  

 
2.2. Ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach 
 
Ñònh lyù ñieåm baát ñoäng sau ñaây ñöôïc söû duïng nhieàu laàn trong caùc chöông sau. 
 
Ñònh lyù 2.1.( Ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach) Cho X  laø khoâng gian Banach vôùi chuaån 

XK ⊂⋅ ,  laø taäp ñoùng. Cho KKT →:  laø aùnh xaï thoûa maõn: Toàn taïi soá thöïc 
10, <≤ σσ  sao cho 
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  ,gfTgTf −≤− σ   ., Kgf ∈∀                                                      (2.3) 
 
Khi ñoù ta coù 
 
(i)  Toàn taïi duy nhaát Kf ∈  sao cho .Tff =  
 
 
(ii) Vôùi moãi  ,)0( Kf ∈  xeùt daõy  }{ )(νf  cho bôûi ,...2,1,)1()( == − νTff νν ta coù 
 
 (j)  ,0lim )( =−

∞→
ff ν

ν
 

 

 (jj) ,
1

)0()0()(
σ

σν
ν

−
−≤− Tffff ,...2,1=ν  

 

 (jjj) )1()()(
1

−−
−

≤− ννν

σ
σ ffff , ,...2,1=ν  

 
Chöùng minh ñònh lyù 2.1 coù theå tìm thaáy trong caùc saùch veà nhaäp moân giaûi tích.  
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CHÖÔNG 3 

 
ÑÒNH LYÙ TOÀN TAÏI VAØ DUY NHAÁT NGHIEÄM 

 
 Trong chöông naày, döïa vaøo ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach, chuùng ta chöùng 
minh söï toàn taïi, duy nhaát nghieäm cuûa heä (1.1). 
 
 Ta vieát heä (1.1)  theo daïng cuûa moät phöông trình toaùn töû trong );( nIRCX Ω≡  
( hoaëc trong );( n

b IRCX Ω= ) nhö sau 
 
  gBfAff ++= ε                                                                              (3.1) 
trong ñoù 
  ),,...,( 1 nfff =  

),)(,...,)(( 1 nAfAfAf =  
  ),)(,...,)(( 1 nBfBfBf =  
vôùi 

   ( ),))(()()(
1 1
∑∑
= =

Φ=
m

k

n

j
ijkjijki xRfaxAf  

  ∑∑
= =

=
m

k

n

j
ijkjijki xSfbxBf

1 1
,))(()()(   ( ni ≤≤1 )  vôùi moïi Ω∈x . 

Ta kyù hieäu:    ][ ijkb   = ijk

n

i

m

k nj
b∑∑

= = ≤≤1 1 1
max . 

 
Ñaàu tieân, ta caàn boå ñeà sau. 
 
Boå ñeà 3.1. Giaû söû  1][ <ijkb  vaø  Ω→Ω:ijkS  lieân tuïc. Khi ñoù: 

 
i)  XijkX fbBf ][≤   Xf ∈∀ .                                                                      

 

ii)   Toaùn töû tuyeán tính  BI − XX →:  laø khaû ñaûo vaø  
][1

1)( 1

ijkb
BI

−
≤− − . 

 
Chöùng minh: 
i) Ta coù: 
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  ∑∑ ∑
= = =Ω∈≤≤

≤
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x
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xSfb

1 1 11
))((supmax  .][ Xijk fb≤  

 
ii)  Tröôùc heát, ta nghieäm laïi raèng .1<B  Thaät vaäy, do (i)  vaø ,1][ <ijkb   ta chuù yù 

raèng ,1][sup
0

<≤=
∈≠

ijk
X

X

Xf
b

f
Bf

B  do ñoù, .1<B  

Tieáp theo, ta chöùng minh raèng BI −  khaû ñaûo, töùc laø, vôùi moãi ,Xg ∈  phöông trình 
gBff +=  coù nghieäm duy nhaát .Xf ∈  Thaät vaäy, xeùt aùnh xaï 

   
gBfff

XX
+=

→
δ

δ
a

:
 

Khi ñoù, δ  laø aùnh xaï co. 
Ta coù:  

 XXXX gfBgBff +≤+=   hay .
1 B
g

f X
X −
≤  

Vì gBIf 1)( −−=  neân  .
1

)( 1
B

g
gBI X
X −
≤− −  

 
Vaäy  

 ,
][1

1
1

1)(
sup)(

1

0

1

ijkX

X

Xg bBg

gBI
BI

−
≤

−
≤

−
=−

−

∈≠

−  

 
vaø Boå ñeà 3.1  ñöôïc chöùng minh.  
 
Do boå ñeà 1, ta vieát laïi heä (2.1)  nhö sau: 
 
   )()( 1 gAfBIf +−= − ε Tf≡ .                                                              (3.2) 
 
Ta thaønh laäp caùc giaû thieát sau: 
 
 )( 1H   Ω→Ω:, ijkijk SR  lieân tuïc; 
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 )( 2H  Xggg n ∈= ),...,( 1 ; 

 )( 3H   1][ <ijkb ; 

 )( 4H  RR→Φ :  thoûa ñieàu kieän 
 
 ].,[,)()()(:0)(,0 11 MMzyzyMCzyMCM −∈∀−≤Φ−Φ>∃>∀  

 )( 5H   
][1

2

ijk

X

b

g
M

−
>  vaø  

( )
( ) .

][)0()(2

][1
0

1
0

ijk

ijk

anMMC

bM

Φ+

−
<< ε  

 
Vôùi moãi ,0>M  ta ñaët  }:{ MfXfK XM ≤∈= . 

Khi ñoù, ta coù boå ñeà sau ñaây. 
 
Boå ñeà 3.2. Giaû söû )( 1H - )( 4H ñuùng. Khi ñoù, ta coù 
 
i)  ( ))0()(][ 1 Φ+≤ nfMCaAf XijkX   ,MKf ∈∀  

 
ii) 

XijkX
ffaMCfAAf ~][)(~

1 −≤−   .~, MKff ∈∀  

 
Chöùng minh. 

(i) ,MKf ∈∀   ( )∑∑∑∑
= = ==

Φ≤
n

i

m

k

n

j
ijkjijk

n

i
i xRfaxAf

1 1 11
))(()()(  

( )∑∑ ∑
= = =Ω∈≤≤

Φ≤
n

i

m

k

n

j
ijkj

x
ijk

nj
xRfa

1 1 11
))((supmax  

( )∑∑ ∑
= = =Ω∈≤≤

Φ≤
n

i

m

k

n

j
j

x
ijk

nj
xfa

1 1 11
)(supmax  

( )∑∑ ∑
= = =Ω∈≤≤

Φ+≤
n

i

m

k

n

j
j

x
ijk

nj
xfMCa

1 1 1
1

1
)0()()(supmax  

( ).)0()(][ 1 Φ+≤ nfMCa Xijk  

 
Vaäy: ( ))0()(][ 1 Φ+≤ nfMCaAf XijkX . 

 
(ii) ,~, MKff ∈∀  ta coù 
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( ) ( )∑∑∑∑
= = ==

Φ−Φ≤−
n

i

m

k

n

j
ijkjijkjijk

n

i
ii xRfxRfaxfAxAf

1 1 11
))((~))(()()~()()(  

( ) ( )∑∑ ∑
= = =Ω∈≤≤

Φ−Φ≤
n

i

m

k

n

j
ijkjijkj

x
ijk

nj
xRfxRfa

1 1 11
))((~))((supmax  

( ) ( )∑∑ ∑
= = =Ω∈≤≤

Φ−Φ≤
n

i

m

k

n

j
jj

x
ijk

nj
xfxfa

1 1 11
)(~)(supmax  

∑∑ ∑
= = =Ω∈≤≤

−≤
n

i

m

k

n

j
jj

x
ijk

nj
xfxfaMC

1 1 11
1 )(~)(supmax)(  

.~][)(1 Xijk ffaMC −≤  

Vaäy:  
   .~][)(~

1 XijkX
ffaMCfAAf −≤−   

 
Khi ñoù, ta coù ñònh lyù sau ñaây. 
 
Ñònh lyù 3.1. Giaû söû  )( 1H - )( 5H  ñuùng. Khi ñoù, vôùi moãi  ,ε  vôùi  0εε ≤ , heä (3.2) coù moät 
nghieäm duy nhaát .MKf ∈  

Chöùng minh. Hieån nhieân raèng ,XTf ∈  vôùi moïi .Xf ∈  Xeùt ,~, MKff ∈  ta deã daøng 
nghieäm laïi raèng, do boå ñeà 3.1 vaø 3.2, raèng 
 
  )()()()( 11

XXXX gAfBIgAfBITf +−≤+−= −− εε  

 

  ≤  ( )[ ]Xijk
ijk

gnMMCa
b

+Φ+
−

)0()(][
][1

1
10ε ,                            (3.3) 

   

XXX
fAAfBIfAAfBIfTTf ~)()~()(~ 1

0
1 −−≤−−=− −− εε  

X
ijk

ijk
ff

b

aMC ~
][1

][)(10
−

−
≤
ε

.                                                  (3.4) 

Chuù yù raèng, töø )( 5H ta coù 
 

  ( ) ( )][1
2

)0()(][ 10 ijkXijk bMgnMMCa −≤+Φ+ε . 

 
Töø ñaây ta suy ra 
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( )
M

b

gnMMCa

ijk

Xijk
≤

−

+Φ+

][1

)0()(][ 10ε  vaø 1
][1

][)(10
<

− ijk

ijk

b

aMCε
.      (3.5)  

 
Ta suy töø (3.3), (3.4), (3.5) raèng MM KKT →:  laø aùnh xaï co. Khi ñoù, söû duïng ñònh lyù 
ñieåm baát ñoäng Banach, ta coù duy nhaát moät haøm MKf ∈  sao cho .Tff =  
 
Chuù thích 3.1.  
 
  Nhôø ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach, nghieäm f  cuûa heä (3.2) ñöôïc xaáp xæ bôûi 
thuaät giaûi sau: 
 

),()( )1(1)1()( gAfBITff +−≡= −−− ννν ε                                                (3.6)           

MKf ∈)0(       cho tröôùc. 
Khi ñoù 
 
  ff →)(ν  trong X  khi +∞→ν                                                            (3.7) 
Vaø 
 

,
1

)0()0(
)( νν σ

σ−

−
≤− X

X

Tff
ff  ,...2,1=∀ν ,                                  (3.8) 

 

vôùi .1
][1

][)(10
<

−
=

ijk

ijk

b

aMCε
σ  

 
Chuù thích 3.2.  
 

Trong tröôøng hôïp rieâng ,)( 2yy =Φ ijkijk SR = , heä (1.1) ñöôïc chöùng minh toàn taïi 

vaø duy nhaát nghieäm bôûi caùc taùc giaû N.T. Long, N.H. Nghóa, T.N. Dieãm [6]; L.T. Vaân 
[11].  
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CHÖÔNG 4 

THUAÄT GIAÛI LAËP CAÁP HAI 
 

 Trong ñònh lyù 3.1 ñaõ cho moät thuaät giaûi xaáp xæ lieân tieáp (3.6), theo nguyeân taéc 
aùnh xaï co, ñoù cuõng laø moät thuaät giaûi hoäi tuï caáp 1. Trong phaàn naøy chuùng ta nghieân cöùu 
moät thuaät giaûi caáp hai cho heä (1.1). Moät soá ñieàu kieän phuï lieân quan ñeán heä (1.1) ta seõ 
ñaët sau. 

4.1. THUAÄT GIAÛI LAËP CAÁP HAI 

 Xeùt heä phöông trình haøm 

    ( )∑∑
= =

Φ=
m

k

n

j
ijkjijki xRfaxf

1 1
))(()( ε ),())((

1 1
xgxSfb i

m

k

n

j
ijkjijk ++∑∑

= =
 

,,...,1; nix =Ω∈∀                                                                                                 (1.1) 
Ta giaû söû raèng ).;(1 IRIRC∈Φ  Döïa vaøo xaáp xæ sau ñaây: 

 
  ))(()()( )1()()1(/)1()( −−− −Φ+Φ≅Φ ννννν

jjjjj fffff .                              (4.1) 

Ta thu ñöôïc giaûi thuaät sau ñaây cho heä (1.1) 

i) Cho tröôùc ( ) .,..., )0()0(
1

)0( Xfff n ∈=  

ii) Giaû söû bieát ,),...,( )1()1(
1

)1( Xfff n ∈= −−− ννν  ta xaùc ñònh Xfff n ∈= ),...,( )()(
1

)( ννν   bôûi 

 

∑∑
= =

−Φ=
m

k

n

j
ijkjijki xRfaxf

1 1

)1()( )))((()( νν ε  

 ( )[ ]∑∑
= =

−− −Φ+
m

k

n

j
ijkjijkjijkjijk xRfxRfxRfa

1 1

)1()()1(/ ))(())(()))((( νννε  

  ),())((
1 1

)( xgxSfb i

m

k

n

j
ijkjijk ++∑∑

= =

ν   ,...2,1,1, =≤≤Ω∈ νnix             (4.2)  

Ta vieát laïi (4.2) döôùi daïng 

 ),())(())(()()( )(

1 1

)(

1 1

)()()( xgxSfbxRfxxf i

n

j

m

k
ijkjijk

n

j

m

k
ijkjijki

ννννν α ++= ∑∑∑∑
= == =

,...2,1,1, =≤≤Ω∈ ν  nix                                                                                            (4.3)  

trong ñoù ,)(να ijk  )(ν
ig  phuï thuoäc vaøo )1( −νf  cho bôûi: 
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))),((()( )1(/)( xRfax ijkjijkijk
−Φ= νν εα                                                                     (4.4) 

)()()( xgxg ii =ν  

  [ ].))(()))((()))(((
1 1

)1()1(/)1(∑∑
= =

−−− Φ−Φ+
m

k

n

j
ijkjijkjijkjijk xRfxRfxRfa νννε  (4.5) 

Khi ñoù ta coù ñònh lyù sau:  

 
Ñònh lyù 4.1. Giaû söû )( 1H - )( 3H  laø ñuùng. Neáu Xf ∈− )1(ν  thoûa 

  .1][)(supmax
1 1

)(

1
<+≡ ∑∑

= = Ω∈≤≤
ijk

n

i

m

k
ijk

xnj
bxν

ν αα                                       (4.6) 

Khi ñoù toàn taïi duy nhaát Xf ∈)(ν  laø nghieäm cuûa (4.3)−(4.5) . 

Chöùng minh. 

Heä (4.3) ñöôïc vieát laïi nhö sau: 

  ,)()( ν
ν

ν fTf =                                                         (4.7) 

Vôùi 

 ),())(())(()()()( )(

1 11 1

)( xgxSfbxRfxxfT i

n

j

m

k
ijkjijk

n

j

m

k
ijkjijki

νν
ν α ++= ∑∑∑∑

= == =
 

,...2,11 =≤≤Ω∈ ν ,  , nix  , Xfff n ∈= ),...,( 1 .                            (4.8) 
Hieån nhieân raèng .: XXT →ν  Ta chæ caàn nghieäm laïi raèng 

  XX hfhTfT −≤− ννν α , Xhf ∈∀ , .                                    (4.9)  

Thaät vaäy, vôùi ,, Xhf ∈  ñaët ,~ hff −=   ta coù  

∑ ∑∑∑∑

∑

= = == =

=

+=

−

n

i

n

j

m

k
ijkjijk

n

j

m

k
ijkjijk

n

i
ii

xSfbxRfx

xhTxfT

1 1 11 1

)(

1

))((~))((~)(

)()()()(

ν

νν

α
      

         ∑∑∑∑∑∑
= = == = =

+≤
n

i

n

j

m

k
ijkjijk

n

i

n

j

m

k
ijkjijk xSfbxRfx

1 1 11 1 1

)( ))((~))((~)(να  

 ∑∑ ∑∑∑ ∑
= = =≤≤= = =≤≤

+≤
n

i

m

k

n

j
ijkjijknj

n

i

m

k

n

j
ijkjijknj

xSfbxRfx
1 1 111 1 1

)(

1
))((~max))((~)(max να  
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X

n

i

m

k
ijknjX

n

i

m

k
ijk

xnj
fbfx ~max~)(supmax

1 1 11 1

)(

1 ∑∑∑∑
= =

≤≤
= = Ω∈≤≤

+≤ να

 
X

n

i

m

k
ijknj

n

i

m

k
ijk

xnj
fbx ~max)(supmax

1 1 11 1

)(

1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ∑∑∑∑

= = ≤≤= = Ω∈≤≤

να

 .~][)(supmax
1 1

)(

1 XXijk

n

i

m

k
ijk

xnj
hffbx −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ∑∑

= = Ω∈≤≤ ν
ν αα  

Vaäy 

 .)()()()(sup.
1

X

n

i
ii

x
X

hfxhTxfThTfT −≤−≤− ∑
=Ω∈

ννννν α  

Söû duïng ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach, ñònh lyù 4.1 ñöôïc chöùng minh.  
 
Ñònh lyù 4.2. Giaû söû )()( 31 HH −  ñuùng. Cho .IRaijk ∈  Khi ñoù, toàn taïi hai haèng soá 

,, εM  sao cho: Vôùi MKf ∈)0(  cho tröôùc, heä (4.3)−(4.5) toàn taïi duy nhaát nghieäm 
)(νf thoûa ñieàu kieän 

  MKf ∈)(ν , ,...2,1,0=∀ν                                                                (4.10) 

Chöùng minh. Giaû söû ,)0(
MKf ∈  vôùi hai haèng soá ,, εM  maø ta seõ choïn sau. 

Ta cuõng giaû söû baèng qui naïp raèng: 

  .)1(
MKf ∈−ν                                                                              (4.11) 

Ta seõ chöùng minh raèng .)(
MKf ∈ν  Vôùi moïi ,Ω∈x  ta coù töø  (4.3) raèng: 

∑∑∑∑

∑∑∑∑

== = =

= = ==

++

≤

n

i
i

n

i

n

j

m

k
ijkjijk

n

i

n

j

m

k
ijkjijk

n

i
i

xgxSfb

xRfxxf

1

)(

1 1 1

)(

1 1 1

)()(

1

)(

)())((

))(()()(

νν

ννν α

 

 

X

n

i

m

k

n

j
ijkjijk

nj

n

i

m

k

n

j
ijkjijknj

gxSfb

xRfx

)(

1 1 1

)(

1

1 1 1

)()(

1

))((max

))(()(max

νν

ννα

++

≤

∑∑ ∑

∑∑ ∑

= = =≤≤

= = =≤≤
 

 

XX

n

i

m

k
ijk

nj

X

n

i

m

k
ijk

xnj

gfb

fx

)()(

1 1 1

)(

1 1

)(

1

max

)(supmax

νν

ννα

++

≤

∑∑

∑∑

= = ≤≤

= = Ω∈≤≤
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 .][)(supmax )()(

1 1

)(

1 XXijk

n

i

m

k
ijk

xnj
gfbx νννα +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+≤ ∑∑

= = Ω∈≤≤
            (4.12) 

Do ñoù 

 
XXijk

n

i

m

k
ijk

xnjX
gfbxf )()(

1 1

)(

1
)( ][)(supmax νννν α +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+≤ ∑∑

= = Ω∈≤≤
.                 (4.13) 

Maët khaùc, vôùi moïi ,Ω∈x  ta coù töø  (4.4), (4.11), raèng: 

 ( )))(()( )1(/)( xRfax ijkjijkijk
−Φ≤ νν εα ijk

My
ijk aMya 1

/ )(sup εε ≡Φ≤
≤

,    (4.14) 

trong ñoù  .)(sup /
1 yM

My
Φ=

≤
 

Ta suy töø (4.14) raèng: 

 .][)(supmax 1
1 1

)(

1
ijk

n

j

m

k
ijk

xnj
aMx εα ν ≤∑∑

= = Ω∈≤≤
                                                             (4.15) 

Maët khaùc,  ta cuõng coù töø  (4.5) raèng: 

)()()( xgxg ii =ν  

[ ]∑∑
= =

−−− Φ−Φ−
m

k

n

j
ijkjijkjijkjijk xRfxRfxRfa

1 1

)1()1(/)1( ))(()))((()))((( νννε  . 

Chuù yù raèng soá haïng trong daáu moùc […] ñöôïc ñaùnh giaù nhö sau 

 

 ))(()))((()))((( )1()1(/)1( xRfxRfxRf ijkjijkjijkj
−−− Φ−Φ ννν

 )0())(()))((()0()))((( )1()1(/)1( Φ+Φ−Φ−Φ= −−− xRfxRfxRf ijkjijkjijkj
ννν  

)0())(()))((())(()))((( )1()1(/)1()1(/ Φ+Φ−Φ= −−−− xRfxRfxRfxRf ijkjijkjijkjijkj
ννννθ  

( ) )0())(()))((()))((( )1()1(/)1(/ Φ+Φ+Φ≤ −−− xRfxRfxRf ijkjijkjijkj
νννθ  

,)0())((2 )1(
1 Φ+≤ − xRfM ijkj

ν  

trong ñoù soá thöïc 10, <<θθ  xuaát hieän do vieäc aùp duïng ñònh lyù Lagrange cho haøm :Φ  

)()0()( / zzz θΦ=Φ−Φ  vôùi )).(()1( xRfz ijkj
−= ν  

Do ñoù ta suy ra töø (4.11) raèng 
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∑∑
==

≤
n

i
i

n

i
i xgxg

11

)( )()(ν

 ∑∑∑
= = =

−−− Φ−Φ+
n

i

m

k

n

j
ijkjijkjijkjijk xRfxRfxRfa

1 1 1

)1()1(/)1( ))(()))((()))((( νννε  

( )∑∑ ∑
= = =

−

≤≤
+Φ+≤

n

i

m

k

n

j
ijkjijknjX
xRfMag

1 1 1

)1(
11

))((2)0(max νε  

( )∑∑
= =

−

≤≤
+Φ+≤

n

i

m

k
XijknjX

fMnag
1 1

)1(
11

2)0(max νε  

( )12)0(][ MMnag ijkX +Φ+≤ ε . 

Vaäy 
( )1

)( 2)0(][ MMnagg ijkXX
+Φ+≤ εν .                                    (4.16) 

Töø (4.13), (4.15)  vaø (4.16),  ta ñöôïc: 

 

 
( )

( ).2)0(][

][][

1

)(
1

)(

MMnag

fbaMf

ijkX

XijkijkX

+Φ++

+≤

ε

ε νν

                                            (4.17) 

hay 

( ) ( ).2)0(][][][1 1
)(

1 MMnagfaMb ijkXXijkijk +Φ+≤−− εε ν  

Vôùi 0>M  ñaõ choïn nhö trong ),( 5H  ta choïn ε  sao cho hai ñieàu kieän sau ñöôïc thoûa: 

 ,1][][ 1 <+ ijkijk aMb ε                                                                                 (4.18)

 .)][1())0(3(][ 1 MbnMMag ijkijkX −≤Φ++ ε                                           (4.19) 

Khi ñoù, ta suy ra töø (4.17), (4.18) vaø (4.19) raèng: 

  
( )

.
][][1

2)0(][

1

1)( M
aMb

MMnag
f

ijkijk

ijkX
X

≤
−−

+Φ+
≤

ε

εν                     (4.20) 

Ñieàu naày khaúng ñònh (4.10). 

Ta chuù yù raèng (4.19) daãn ñeán (4.18), bôûi vì (4.19) töông ñöông vôùi: 

 

 ( ) ( ) .][][1)0(2][ 11 MaMbnMMag ijkijkijkX εε −−≤Φ++            (4.21)  

Nhö vaäy, ta chæ caàn choïn ε  thoûa (4.19). 
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Ñònh lyù 4.2 ñöôïc chöùng minh hoaøn taát.  

 

4.2. SÖÏ HOÄI TUÏ CUÛA THUAÄT GIAÛI LAËP CAÁP HAI 

 Ñònh lyù 4.1. vaø 4.2 ñaõ khaúng ñònh söï toàn taïi cuûa moät daõy laëp caáp hai trong MK  
xaùc ñònh bôûi (4.3)−(4.5). Keát quaû sau ñaây cho ta keát luaän daõy naày laø daõy laëp caáp hai vaø 
cho moät ñieàu kieän ñuû ñeå thuaät giaûi naày hoäi tuï. 

 
Ñònh lyù 4.3. Giaû söû ),( 1H ),( 2H )( 3H ñuùng. Cho .IRaijk ∈   Khi ñoù, toàn taïi hai haèng soá 

0>M  vaø ,ε  sao cho: 

(i)     Vôùi MKf ∈)0(  cho tröôùc, daõy }{ )(νf xaùc ñònh bôûi heä (4.3)−(4.5)  laø daõy laëp caáp 
hai. Chính xaùc hôn, ta coù 

 ,...2,1  ,
2)1()( =∀−≤− − νβ νν

XMX
ffff                            (4.22) 

trong ñoù 

 ,
][][1

][
2

1

2

ijkijk

ijk

M aMb

aM

ε

ε

β
−−

=   ,)(sup //
2 yM

My
Φ=

≤
                 (4.23) 

vaø  f  laø nghieäm cuûa heä (1.1). 
 
(ii) Neáu )0(f  ñöôïc choïn ñuû gaàn f  sao cho 

 ,1)0( <−
XM ffβ                                                                   (4.24) 

thì daõy }{ )(νf  hoäi tuï caáp 2  veà f  vaø thoûa moät ñaùnh giaù sai soá 

 ,...2,11 )0()( =∀⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −≤− νβ

β

ν
ν  ,

2

XM
MX

ffff                    (4.25) 

Chöùng minh. 

i) Ta coù: 

),()()()(

))](()))((()))((([

)()()(

)()(

1 1

)()1(/

)()(

xgxgxBe

xRfxRfxRfa

xfxfxe

iii

n

j

m

k
ijkiijkjijkjijk

iii

νν

νν

νν

ε

−++

Φ−Φ=

−=

∑∑
= =

−  

 )()())](()))((()))((([ )(

1 1

)()1(/ xBexRfxRfxRfa i

n

j

m

k
ijkjijkjijkjijk

νννε +Φ−Φ= ∑∑
= =

−  
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[ ]∑∑
= =

−−− Φ−Φ−
m

k

n

j
ijkjijkjijkjijk xRfxRfxRfa

1 1

)1()1(/)1( ))(()))((()))((( νννε  

 ∑∑
= =

−Φ−Φ+=
n

j

m

k
ijkjijkjijki xRfxRfaxBe

1 1

)1()( )))]((()))((([)()( νν ε  

 [ ]∑∑
= =

−− −Φ+
m

k

n

j
ijkjijkjijkjijk xRexRexRfa

1 1

)1()()1(/ ))(())(()))((( νννε .              (4.26) 

Maët khaùc, ta coù 

 

 ,)())((
2
1))(())(())(())((

2)1()(//)1()1(/)1( yeyhyeyfyfyf jjjjjj
−−−− Φ+Φ=Φ−Φ ννννν  

vôùi ),(xRy ijk= ),()()( )1()1()( yeyfyh jjjj
−− += ννν θ  .10 << jθ  

Vaäy: 

 

.]))(()))((([
2

))](()))((([

)()()(

1 1

2)1()(//

1 1

)()1(/

)()(

∑∑

∑∑

= =

−

= =

−

Φ+

Φ+

=

n

j

m

k
ijkjijkjijk

n

j

m

k
ijkjijkjijk

ii

xRexRha

xRexRfa

xBexe

νν

νν

νν

ε

ε    (4.27) 

 

Vôùi moïi ,Ω∈x  ta coù töø  (4.27) raèng: 

 

∑∑ ∑∑
= = =Ω∈≤≤=

+≤
n

i

m

k

n

j
ijkj

x
ijknjX

n

i
i xReaMBexe

1 1 1

)(

11
)(

1

)( ))((supmax)( ννν ε  

∑∑ ∑
= = =

−

Ω∈≤≤
+

n

i

m

k

n

j
ijkj

x
ijknj

xReaM
1 1 1

2)1(

12 ]))((supmax
2

νε
 

 

∑∑ ∑
= = =Ω∈≤≤

+≤
n

i

m

k

n

j
j

x
ijknjXijk xeaMeb

1 1 1

)(

11
)( )(supmax][ νν ε  
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∑∑ ∑
= = =

−

Ω∈≤≤
+

n

i

m

k

n

j
j

x
ijknj

xeaM
1 1 1

2)1(

12 ])(supmax
2

νε
 

 

XijkXijk eaMeb )(
1

)( ][][ νν ε+≤ .][
2

2)1(
2 Xijk eaM −+ νε

  (4.28)  

 
Ñieàu naày daãn ñeán 
 

 ( ) 2)1(
2

)(
1 ][

2
][][1

XijkXijkijk eaMeaMb −≤−− νν ε
ε .                           

suy ra 
 

2)1(2)1(

1

2
)(

][][1

][
2

XMX
ijkijk

ijk

X
ee

aMb

aM
e −− ≡

−−
≤ ννν β

ε

ε

, 

 

hay            ,...2,1
2)1()( =∀−≤− − νβ νν   ,  
XMX

ffff    (4.29) 

 

vôùi .
][][1

][
2

1

2

ijkijk

ijk

M aMb

aM

ε

ε

β
−−

=  

 
(ii)  Töø (4.29) ta suy ra 
 

22)2(2)1()( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤≤ −−

XMMXMX
eee ννν βββ  

 ( ) ( )
22 22)3(212)2(21 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤= −+−+

XMMXM ee νν βββ  

 ( )
32 2)3(221
XM e −++= νβ ( )

νν
β

2)0(2...221 12
...

XM e
−++++≤≤  

 ( ) ( ) .1 2)0(2)0(
21

21 ν
νν

β
β

β
XM

M
XM ee == −

−

                                                      (4.30)  

 
Baát ñaúng thöùc ñaùnh giaù naày cho pheùp ta keát luaän daõy }{ )(νf hoäi tuï caáp 2  ñeán 

nghieäm f  cuûa heä (1.1)  neáu )0(f ñöôïc choïn thoûa (4.24).  
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Chuù thích 4.1: 

Veà vieäc choïn böôùc laëp ban ñaàu MKf ∈)0(  thoûa (4.24) ta caàn qua moät coâng ñoaïn phuï  
nhö sau:  

- Tröôùc heát ta laáy ,)0( Xz ∈   

- Xaây döïng daõy laëp ñôn }{ )(ηz  lieân keát vôùi aùnh xaï co  MM KKT →:  (nhö trong ñònh 
lyù 3.1, chöông 3): 

 
 ),()( )1(1)1()( gAzBITzz +−≡= −−− ηηη ε  ,...2,1=η .                              (4.31) 
 
- Khi ñoù daõy }{ )(ηz  hoäi tuï trong X  veà nghieäm f  cuûa (1.1)  vaø ta coù moät ñaùnh giaù sai 
soá 
 

  ,...2,1  ,
1

)0()0()( =∀
−

×−≤− η
σ

σ η
η

XX
Tzzzf                           (4.32) 

vôùi 

  .1
][1

][2
<

−
=

ijk

ijk

b

aMε
σ                                                                          (4.33) 

 
- Töø (4.32), (4.33), ta choïn 0η N∈  ñuû lôùn sao cho: 
 

  1. 
1

0
0 )0()0()( <

−
×−≤−

σ
σββ

η
η

XMXM Tzzzf                           (4.34) 

 
Vaäy ta choïn böôùc laëp ban ñaàu .)()0( 0ηzf =  
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CHÖÔNG 5 
KHAI TRIEÅN TIEÄM CAÄN CUÛA NGHIEÄM 

 
 Trong chöông naày, chuùng toâi nghieân cöùu heä phöông trình haøm (1.1) bò nhieãu bôûi 
moät tham soá beù .ε  Vôùi caùc giaû thieát treân  caùc haøm gSijk ,  vaø caùc soá thöïc ,ijka ,ijkb ,0ε  

M   chuùng toâi seõ chöùng minh raèng nghieäm cuûa heä (1.1) coù moät khai trieån tieäm caän ñeán 
caáp 1+N  theo ε   thu ñöôïc, vôùi ε   ñuû nhoû theo nghóa 

    )( 1

0

][ +

=

+= ∑ N
N

r

rr Off εεε  

töùc laø 

    ,1

0

][ +

=

≤−∑ N

X

N

r

rr Cff εεε   

trong ñoù C  laø moät haèng soá ñoäc laäp vôùi .ε  
Trong phaàn naày, ta giaû söû raèng caùc haøm gSijk ,  vaø caùc soá thöïc ,ijka ,ijkb ,0ε  M   thoûa 

caùc giaû thieát )( 1H - ),( 5H  laàn löôït. 
 
Giaû thieát  )( 6H  ).;( IRIRC N∈Φ  
 
 Ta xeùt heä bò nhieãu (3.2),  trong ñoù ε  laø moät tham soá beù, .0εε ≤  Ñaët  BIL −= . 

Ta haõy xeùt daõy haøm },{ ][rf  ,,...,2,1,0 Nr = M
r Kf ∈][  ( vôùi haèng soá thích hôïp 0>M )  

ñöôïc xaùc ñònh bôûi caùc heä sau: 
 ,]0[]0[ PgLf ≡=                                                                                         (5.1) 

 ,]0[]1[]1[ AfPLf ≡=                                                                                    (5.2) 

 ,][][ rr PLf =  ,,...,3,2 Nr =                                                                         (5.3) 
trong ñoù 
 ),,...,,( ][][

2
][

1
][ r

n
rrr PPPP = ,,...,1,0 Nr =  

 ,)))((()()()(
1 1

]0[]0[]1[ ∑∑
= =

Φ==
m

k

n

j
ijkjijkii xRfaxAfxP        (5.4)

 ,))(()))((()(
1 1

]1[]0[/]2[ ∑∑
= =

Φ=
m

k

n

j
ijkjijkjijki xRfxRfaxP        (5.5) 

vôùi  ,,...,4,3 Np =  

 ,))((
!

1)))((()(
1)(,1 1

1

1

]0[)(][ ∑∑∑ ∑
−=== =

−

=
Φ=

pr
ijkj

m

k

n

j

p

r
ijkj

r
ijk

p
i xRfxRfaxP

γηγ

γ

γ

r
            (5.6) 

ôû treân, ta ñaõ söû duïng caùc kyù hieäu sau: 
Vôùi moät ña chæ soá ,),...,( 1

N
N Z +∈= γγγ  ta ñaët 
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 !!...! 1 Nγγγ = ,  Nγγγ ++= ...1 ,  ,)(
1
∑
=

=
N

i
iiγγη  

 
 ),,...,,( ][]2[]1[ N

jjjj ffff =
r

  .)...()()( ][]2[]1[ 21 NN
jjjj ffff γγγγ =

r
                        (5.7) 

Ñaët 

  ,]0[

1

][]0[ Ufffh
N

r

rr +≡+= ∑
=

ε                                                                   (5.8) 

khi ñoù ,
0

][ hfffv
N

r

rr −≡−= ∑
=

εε ε  thoûa heä 

 
  ,])([ εε EAhhvALv +−+=                                                                        (5.9) 
trong ñoù 

  .)]()([
2

][]0[]0[ ∑
=

−−+=
N

r

rr PfAUfAE εεε                                               (5.10) 

 
Tröôùc tieân, ta caàn caùc boå ñeà sau ñaây. 
 
Boå ñeà 5.1. Ta coù 
 

 ,
!
!)...(

)(,
2

2
1 ∑ ∑

= ==
=+++
rN

rp pr

pr
N

N xrxxx
γηγ

γ ε
γ

εεε                           (5.11) 

,),...,( 1
N

N IRxxx ∈=∀ ,IR∈∀ε ., INNr ∈∀  
 
Chöùng minh.  
 
Tröôøng hôïp :2=N  

γ

γ

γγ

γγγγ γγγ
xrxxrxx

rr

r ∑∑
=≥≥=+

==+
!
!  

!!
!  )( 21

2121

21
0,0, 21

21   

Tröôøng hôïp :3=N  

  γ

γ

γγγ

γγγγγγ γγγγ
xrxxxrxxx

rr

r  
!
!

!!!
!  )( 321

321321

321
0,0,0, 321

321 ∑∑
=≥≥≥=++

==++  

Tröôøng hôïp N  tuøy yù: 
 

 γ

γ

γγγ

γγ
γγγγ
xrxxxrx

r
N

r
N

rN

i
i

N

N

i
ii

 
!
!... 

!!...!
! 21

1

21

,0
211

∑∑∑
=

=≥
=

=

∑

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=

.                             (5.12) 
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AÙp duïng (5.12) vôùi ix  thay bôûi ,i
i xε  ta coù: 

 

NN

N

N
N

r

N
N

r

rN

i
i

i

xxxr

xxxrx

γγγγγ

γ

γγγ

γ

γγ

ε
γ

εεε
γ

ε

++++

=

==

∑

∑∑

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

...32
21

2
2

1
1

3
2121

21

 ... 
!
!                  

)(...)()( 
!
!

 

   p
rN

rp prr
xrxr ε

γ
ε

γ
γ

γηγ

γηγ

γ
∑ ∑∑
= ===

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==  

!
! 

!
!

)(,

)( .                                  

Vaäy boå ñeà 5.1 ñöôïc chöùng minh. 
 
Boå ñeà 5.2. Ta coù 
 

 ,
1

1

1

1 1

1

1
∑ ∑∑∑∑∑
−

= =

−

= =

−

= =

+=
N

r

rN

Np

p
rp

N

p

p

r

p
rp

N

r

rN

rp

p
rp CCC εεε                                              (5.13) 

 
trong ñoù ),1(1,11,, −≤≤−≤≤∈ NNpNrIRCrpε ,...3,2=N  

Chöùng minh.  

Tröôùc heát, ta chöùng minh ñaúng thöùc  ∑∑∑∑
−

=

−

=

−

= =

=
1

1

11

1 1

N

r

N

rp
rp

N

p

p

r
rp αα . 

Ta coù 

.                 

...                 

 ...                   
..........                 
                   
                   

                 

...

1

1

1

1

1
 1

1

2
2

1

1
1

1 11 31 21 1

332313

2212

11

1

1
1 

2

1
2

1

1 1

1

1
1

∑∑

∑∑∑

∑∑∑∑ ∑

−

=

−

=

−

−=
−

−

=

−

=

−−

−

=
−

=

−

= = =

=

+++=

+++++
+

+++
++

=

+++=

N

r

N

rp
rp

N

Np
pN

N

p
p

N

p
p

NNN-N-N-

N

r
Nr

r
r

N

p

p

r r
rrp

α

ααα

αααα

ααα
αα

α

αααα

 

Nhö vaäy 
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.                     

                     

1

1

1

1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑ ∑ ∑∑∑

−

= =

−

= =

−

= =

−

=

−

=

−

=

−

= =

−

==

+=

+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

N

r

rN

Np

p
rp

N

p

p

r

p
rp

N

r

rN

Np

p
rp

N

r

N

rp

p
rp

N

r

N

r

rN

Np

p
rp

N

rp

p
rp

rN

rp

p
rp

CC

CC

CCC

εε

εε

εεε

 

Vaäy boå ñeà 5.2 ñöôïc chöùng minh. 
Boå ñeà 5.3. Giaû söû )()( 51 HH −  ñuùng. Khi ñoù, ta coù 
 
   ,1)1( +≤ N

NX
CE εε                                                                         (5.14) 

trong ñoù )1(
NC  laø moät haèng soá chæ phuï thuoäc vaøo ,N  ,][ ijka  ,][

X

rf  .,...,1,0 Nr =  

 
Chöùng minh. Trong tröôøng hôïp ,1=N  chöùng minh cuûa boå ñeà 5.1 thì deã daøng, do ñoù ta 
boû qua chi tieát, maø ta chæ chöùng minh vôùi .2≥N  Ñeå cho goïn, ta boû qua )(xRijk  trong 

caùc caùch vieát. 
Ta coù 

 ii fAUfA )()( ]0[]0[ −+ .)]()([
1 1

]0[]0[∑∑
= =

Φ−+Φ=
m

k

n

j
jjjijk fUfa  

Baèng vieäc khai trieån Maclaurin cuûa haøm )()( ]0[]0[
jjj fUf Φ−+Φ  xung quanh ñieåm 

]0[
jf  ñeán caáp N, aùp duïng caùc boå ñeà 5.1, 5.2,  sau ñoù tieán haønh saép xeáp laïi theo baäc 

cuûaε , ta thu ñöôïc  ( ta boû qua ñoái soá )(xSijk  trong caùc caùch vieát) 

 ,)~(
!

1)(
!

1)()( ]0[)(
1

1

]0[)(]0[]0[ N
jjjj

N
N

r

r
jj

r
jjj UUf

N
Uf

r
fUf θ+Φ+Φ=Φ−+Φ ∑

−

=
 

 
rN

r

r
j

rr
j fU ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

=1

][ε ,
!
!

)(,
∑ ∑
= ==

=
rN

rp pr

p
jf

r

γηγ

γ ε
γ

r
 ( do boå ñeà 5.1) 

∑ ∑

∑ ∑ ∑

= ==

−

= = ==

+Φ+

Φ=Φ−+Φ

2

)(,

]0[)(

1

1 )(,

]0[)(]0[]0[

!
!)~(

!
1

!
!)(

!
1)()(

N

Np pN

p
jjjj

N

N

r

rN

rp pr

p
jj

r
jjj

fNUf
N

frf
r

fUf

γηγ

γ

γηγ

γ

ε
γ

θ

ε
γ

r

r

               (5.15) 

.
!

1)~(

!
1)(

2

)(,

]0[)(

1

1 )(,

]0[)(

∑ ∑

∑ ∑ ∑

= ==

−

= = ==

+Φ+

Φ=

N

Np pN

p
jjjj

N

N

r

rN

rp pr

p
jj

r

fUf

ff

γηγ

γ

γηγ

γ

ε
γ

θ

ε
γ

r

r
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AÙp duïng boå ñeà 5.2 vôùi  ,
!

1)(
)(,

]0[)( ∑
==

Φ=
pr

jj
r

rp ffC
γηγ

γ

γ

r
 ta vieát 

∑∑ ∑
−

= = ==

Φ=Φ−+Φ
1

1 1 )(,

]0[)(]0[]0[

!
1)()()(

N

p

p

r pr

p
jj

r
jjj fffUf

γηγ

γ ε
γ

r
               

.
!

1)~(

!
1)(

2

)(,

]0[)(

1

1 )(,

]0[)(

∑ ∑

∑∑ ∑

= ==

−

= = ==

+Φ+

Φ+

N

Np pN

p
jjjj

N

N

r

rN

Np pr

p
jj

r

fUf

ff

γηγ

γ

γηγ

γ

ε
γ

θ

ε
γ

r

r

               (5.16) 

Thay )()( ]0[]0[
jjj fUf Φ−+Φ  vaøo bieåu thöùc ifAUfA ))()(( ]0[]0[ −+   ta thu ñöôïc: 

ii fAUfA )()( ]0[]0[ −+ ∑∑
= =

Φ−+Φ=
m

k

n

j
jjjijk fUfa

1 1

]0[]0[ )]()([  

 

 

∑ ∑∑∑

∑∑ ∑∑∑

∑∑ ∑∑∑

= === =
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= = === =
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= = === =
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p
jj

r
m

k

n

j
ijk

fUfa

ffa

ffa

γηγ

γ

γηγ

γ

γηγ

γ

ε
γ

θ

ε
γ

ε
γ

r

r

r
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vôùi 
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1 1
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εε
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     (5.18) 

 
Ta suy ra töø (5.4), (5.5), (5.10), (5.18)  raèng 
 

 ∑
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N

r

p
i

p
iii PfAUfAE

2

][]0[]0[ ))()(( εεε  

  ].,,[)(],[)( 1

2

][11
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1

]1[ iRxPRxP N
Np

N

p

p
iN

Np
N

p

p
i εεεεεε Φ=−Φ+= +

=
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−

=

+ ∑∑  (5.19) 

Maët khaùc, ),],,[],...,1,,[(],[),...,( 11
1 nRRREEE NN

N
N

N
n εεεεεεεε ΦΦ=Φ== ++  do ñoù, ta 

suy ra raèng 
 

 .],[)(sup 1)1(1

1

++

=Ω∈
≤Φ== ∑ N

NXN
N

n

i
i

x
X CRxEE εεεεε                             (5.20) 

 
Boå ñeà 5.3 ñöôïc chöùng minh hoaøn taát.  
Ñònh lyù sau ñaây cho moät keát quaû veà khai trieån tieäm caän cuûa nghieäm theo ε . 
 
Ñònh lyù 5.1. Giaû söû )()( 61 HH − . Khi ñoù, toàn taïi moät haèng soá 01 >ε  sao cho, vôùi moãi 

,ε  vôùi 1εε ≤ , heä  (3.2) coù duy nhaát moät nghieäm MKf ∈ε  thoûa moät ñaùnh giaù tieäm caän 
ñeán caáp N+1 nhö sau: 
 

  ,2 1)1(1

0

][ +−

=

≤−∑ N
N

X

N

r

rr CLff εεε                                            (5.21) 

 
caùc haøm Nrf r ,...,1,0,][ =  laø caùc nghieäm cuûa caùc heä (5.1)-(5.5), laàn löôït. 

Chöùng minh. Ñaët  ∑
=

−=
N

r

rr ffv
0

][εε hf −≡ ε . 

Ta coù 
 εε EAhhvALv +−+= ])([ , 

 ( ) ])([1
εε EAhhvALv +−+= − .                                                               (5.22) 

 
Do ñoù, ta suy töø boå ñeà 5.3 raèng 
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 ])([1

XXX EAhhvALv εε +−+≤ −  

 ])([ 1)1(1 +− +−+≤ N
NX CAhhvAL εε .                                              (5.23) 

Maët khaùc 
 

 ,Mfhv
XX
≤=+ ε   ,~

0

][ Mfh
N

r
X

r
X

≡≤ ∑
=

                                              (5.24) 

 
ta suy töø (5.24) raèng 
 
 XijkX vaMMAhhvA ][)~()( +≤−+ .                                                        (5.25) 

 
Töø (5.23), (5.25)  ta thaáy raèng 
 
 ]][)~([ 1)1(

1
1 +− ++≤ N

NXijkX CvaMMLv εε .                                       (5.26) 

 
Choïn 010 εε <<   sao cho 
 

 
2
1][)~( 1

1 ≤+ −LaMM ijkε .                                                       (5.27) 

 
Do ñoù, ta coù töø (5.26), (5.27) raèng 
 
 ,2 1)1(1 +−≤ N

NX
CLv ε  

hay 

 .2 1)1(1

0

][ +−

=

≤−∑ N
N

X

N

r

rr CLff εεε  

 
Ñònh lyù 5.1  ñöôïc chöùng minh hoaøn taát.  
 
Chuù thích 5.1. Vôùi  Raijk ∈   vaø Xggg n ∈= ),...,( 1  cho tröôùc, giaû thieát 1][ <ijkb  daãn 

ñeán söï toàn taïi cuûa hai soá döông M,0ε  thoûa caùc giaû thieát )( 4H vaø ),( 5H  laàn löôït. 
Khi ñoù, ta coù keát quaû sau: 
 
Ñònh lyù 5.2. Giaû söû )()( 31 HH −  ñuùng. Cho tröôùc .IRaijk ∈  Khi ñoù, toàn taïi hai haèng soá 

,0>M ,01 >ε  sao cho, vôùi moãi ,ε  vôùi ,1εε ≤  heä  (3.2) coù duy nhaát moät nghieäm 
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MKf ∈ε  coù moät khai trieån tieäm caän ñeán caáp N+1 nhö  (5.21), trong ñoù caùc haøm 

Nrf r ,...,1,0,][ =  laø caùc nghieäm cuûa caùc heä (5.1)-(5.6), laàn löôït.  
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CHÖÔNG 6 

MOÄT SOÁ HEÄ PHÖÔNG TRÌNH HAØM CUÏ THEÅ 
 
 Trong phaàn naày chuùng toâi xem xeùt qua moät soá ví duï döïa treân moät soá heä phöông 
trình haøm cuï theå. Qua ñoù chuùng toâi xeùt söï hoäi tuï cuûa daõy laëp caáp hai lieân keát vôùi heä 
phöông trình haøm naày. Vaãn trong phaàn naày chuùng toâi cuõng tính toaùn moät soá khai trieån 
tieäm caän ñeán moät caáp cho tröôùc cuûa nghieäm theo moät tham soá beù ε . 

 
6.1. KHAÛO SAÙT THUAÄT GIAÛI CAÁP HAI. 

Chuùng toâi xeùt heä (1.1) öùng vôùi ,2,1 == nm ],1,1[−=Ω ,2,)( ≥=Φ pyy p  

 ),()()()(
2

1

2

1
xgxsfbxrfaxf i

j
ijjij

j

p

ijjiji ++= ∑∑
==

ε   ],1,1[−=Ω∈x  ,2,1=i       (6.1) 

trong ñoù 

  ∑∑
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−−=
2

1

2

1
)()()(

j

j
ijij

j

pj
ijij

i
i xsbxraxxg ε                                     (6.2) 

vaø ,ija ,ijb ,ijr ijs laø caùc soá thöïc cho tröôùc thoûa 

   ,1max][
2

1 21
<= ∑

=
≤≤ ij

i jij bb   ,1≤ijr   ,1≤ijs                                  (6.3) 

Caùc haøm ,)( xrxR ijij = ,)( xsxS ijij =  )(xgi  thoûa caùc giaû thieát ),( 1H ).( 2H  

Nghieäm chính xaùc cuûa heä (6.1) laø 
   ,)( i

i xxf =    .2,1=i                                                                    (6.4) 
Nhö trong chöông 4, döïa vaøo xaáp xæ sau ñaây: 

  
p
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νννν

νννννν

                              (6.5) 

ta cuï theå laïi thuaät giaûi caáp hai cho heä (6.1) nhö sau: 
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ν                         
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),()()1(

)()()()(

2

1

)1(

2

1

)(
2

1

)()1(2)1(

xgxrfap

xsfbxrfxrfxrfap

i
j

p

ijjij

j
ijjij

j
ijjijj

p

ijjij

+−−

+=

∑

∑∑

=

−

==

−−−

ν

νννν

ε

ε
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vôùi 
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 Giaû söû  ôû böôùc laëp ban ñaàu ),( )0(
2

)0(
1

)0( fff =  ñöôïc choïn sao cho Mf
X
≤)0(  

vaø giaû söû ôû böôùc 1−ν   ta tính ñöôïc ),( )1(
2

)1(
1

)1( −−− = ννν fff  töø thuaät giaûi (6.6) sao cho 
.)1( Mf

X
≤−ν  Khi ñoù, vôùi moïi 2,1, =Ω∈ ix  ta coù 
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    (6.8) 

Vaäy 

 

 .][][ )()()(1)(

XXijXij
p

X
gfbfapMf νννν ε ++≤ −  

 

Maët khaùc 
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.][)1(
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vaäy 

 ( ) .][)1(][][ )(1)(
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Xijij
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X
gaMppfbapMf +−++≤ − εε νν       (6.9) 

hay  

 ( ) .][)1(][][1 )(1
Xij

p

Xijij
p gaMppfbapM +−≤−− − εε ν        (6.10) 

 

Choïn 0>M  sau ñoù choïn IR∈ε (ñuû nhoû) sao cho 
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Khi ñoù  

  .
][][1

][)1(
1

)( M
bapM

gaMpp
f

ijij
p

Xij
p

X
≤

−−

+−
≤

−ε

ε
ν  

Maø ñieàu kieän choïn thöù hai töông ñöông vôùi 

 
( )MbapMgaMpp ijij

p
Xij

p ][][1][)1( 1 −−≤+− −εε  

hay 
 MbgaMp ijXij

p )][1(][2 −≤+ε  

 
Vaäy, ta thaønh laäp caùc giaû thieát sau 
 

)( 3H   ;1][ <ijb  

)( 6H   Choïn 0>M  sao cho ;)][1( Mbg ijX
−<  

)( 7H   Choïn IR∈ε (ñuû nhoû) sao cho .)][1(][2 MbgaMp ijXij
p −≤+ε  
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 Vaäy neáu ta choïn böôùc laëp ban ñaàu ),( )0(
2

)0(
1

)0( fff =  sao cho ,)0( Mf
X
≤  thì 

daõy laëp }{ )(νf xaùc ñònh bôûi thuaät giaûi (6.6) thoûa Mf
X
≤)(ν ,...2,1=∀ν  

Tieáp theo ta ñaùnh giaù )()( νν ffe −= . 
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ôû ñaây ta boû qua xrij  trong caùc caùch vieát vaø kyù hieäu (.)jf  hoaëc jf  thay cho ).( xrf ijj  

Chuù yù raèng 
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Do ñoù  
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Suy ra 
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XMX
ee −≤ νν β  

 vôùi 
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p

M apMb

aMpp
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−
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ε

ε
β   ,1)0( <−

XM ffβ                                   (6.12)  

 
vaø khi ñoù, ta coù 
 

  ( ) ,...2,1  ,1 2)0()( =∀−≤− νβ
β

ν
ν

XM
M

X
ffff                      (6.13)  

 
Choïn )0(f : Ta xaây döïng daõy laëp }{ )(ηz MK⊂   xaùc ñònh bôûi 
 

 ),()()()(
2

1

)(
2

1

)1()( xgxszbxrzaxz i
j

ijjij
j

p

ijjiji ++= ∑∑
==

− ηηη ε                                  (6.14)  

 

,...,2,1 , 2,1 , ==Ω∈ ηix  trong ñoù ).0,0(),( )0(
2

)0(
1

)0( ≡= zzz  

Khi ñoù daõy }{ )(ηz  hoäi tuï trong X  veà nghieäm f  cuûa (6.1)  vaø coù moät ñaùnh giaù sai soá 
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)0()0()( η
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MTzzzf
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vôùi          

  .1
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<
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=
−

ij

ij
p

b

apMε
σ                                                        (6.16)  

 
Töø (6.15), (6.16), ta choïn 0η N∈  khaù lôùn sao cho: 
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   .1 
1

00 )( <
−

≤− ηη σ
σ
β

β M
XM

M
zf                                     (6.17) 

Vaäy ta choïn )()0( 0ηzf = .  
 
6.2. KHAI TRIEÅN TIEÄM CAÄN CUÛA NGHIEÄM 
 
Ta vaãn xeùt heä (6.1) 

 ),()()()(
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1

2

1
xgxsfbxsfaxf i

j
ijjij

j

p

ijjiji ++= ∑∑
==

ε ],1,1[−=Ω∈x ,2,1=i      (6.1) 

trong ñoù ,ija ,ijb ,ijr ijs laø caùc soá thöïc cho tröôùc thoûa (6.3). Do ñoù, caùc haøm ,)( xrxR ijij =  

,)( xsxS ijij =  )(xgi  (ñoäc laäp vôùi ε ) thoûa caùc giaû thieát ),( 1H ).( 2H  

 
A. Khaûo saùt  nghieäm cuûa heä (6.1) trong tröôøng hôïp 0=ε . 

 
Tröôøng hôïp 0=ε , heä (6.1) chính laø heä tuyeán tính sau: 
 

  ),()()(
2

1

xgxsfbxf i
j

ijjiji += ∑
=

      ],1,1[−=Ω∈x .2,1=i                     (6.18)  

 
A.1. Giaû söû )(xgi  laø ña thöùc coù baäc nhoû hôn hay baèng :r  

   ,)(
0
∑
=

=
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ii xdxg
γ

γ
γ    .2,1=i               (6.19) 

Theo moät keát quaû trong [3], nghieäm cuûa heä (6.18) cuõng laø caùc ña thöùc. Ta tìm nghieäm 
cuûa (6.18) theo daïng: 
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∑
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=
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ii xcxf
γ

γ
γ    .2,1=i                   (6.20) 

Thay )(xfi  vaøo (6.18) ta thu ñöôïc γic  laø nghieäm cuûa heä phöông trình tuyeán tính 
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γ
γ i

j
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  ,2,1=i  .0 r≤≤ γ                                         (6.21)  

 
Giaûi heä (6.21), ta ñöôïc: 
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A.2. Giaû söû ),(),( 2
21 RCggg q Ω∈= . Goïi )~,~(~

21 fff = laø nghieäm ña thöùc cuûa heä (6.18) 
töông öùng vôùi )~,~(~

21 ggg = , trong ñoù: 
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                 (6.23)  

Theo keát quaû trong [3], cuõng ñaõ khaúng ñònh raèng sai leäch giöõa hai nghieäm f , f~  cuûa heä 
(6.18)  laàn löôït, töông öùng vôùi g , g~ , ñöôïc cho bôûi ñaùnh giaù:  
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trong ñoù 
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    (6.26) 

 
A.3.  Ta xeùt moät ví duï vôùi haøm ),( 21 ggg =  cuï theå nhö sau: 
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Ta vieát laïi )(xgi  nhö sau: 
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Ñaët 

 .2,1,)0(
!

1
)10(

1
10

)(
1

0

)(
1

0

1

0

][ ==
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
= ∑∑∑

−

=

−

=

−

=

ixgx
ii

xxP
q

i

qq

j

j
q
i

γ

γγ

γ

γ
γ γ

   (6.29) 

Ta coù 
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Do ñoù 
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Ta goïi  )~,~(~ ][
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trong ñoù, caùc heä soá ),( 21 γγ cc  ñöôïc tính theo coâng thöùc (6.26) vôùi 
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Maët khaùc, töø caùc heä  gBff += ,  ][][][ ~~ qqq PfBf += , ta suy ra raèng: 
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Suy ra: 



 36

   ,0
][1

11
][1

1~ 1
][][ →

−
≤−

−
≤−

−

ij

q

X

q

ij
X

q

b
Pg

b
ff         (6.36)  

khi ,+∞→q  do (6.31).  
 
B. Khai trieån tieäm caän nghieäm cuûa heä (6.1) theo ε . 
 
 Trong phaàn naày chuùng ta seõ söû duïng caùc coâng thöùc (5.1)-(5.5) trong chöông 5 ñeå 
xaùc caùc thaønh phaàn trong khai trieån tieäm caän. Ta giaû söû raèng ,2=p  vaø ,ija ,ijb ,ijr ijs  

laø caùc soá thöïc cho tröôùc thoûa (6.3). Caùc haøm töông öùng ,)( xrxR ijij =  ,)( xsxS ijij =  

)(xgi   ( ñoäc laäp vôùi ε )  cuõng thoûa caùc giaû thieát ),( 1H ).( 2H  
Giaû söû )(xgi  laø ña thöùc baäc r cho tröôùc ñoäc laäp vôùi ε  nhö sau: 
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AÙp duïng coâng thöùc (6.19), (6.20), (6.22), nghieäm cuûa heä (6.1)  öùng vôùi 0=ε  (töùc laø heä 
(6.18)) cuõng laø caùc ña thöùc: ,),( 1]0[
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trong ñoù ),( 21 γγ cc  cho bôûi 
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Goïi ]1[f  laø nghieäm cuûa heä (6.18) öùng vôùi ]0[Afg = , töùc laø 
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Ta coù coâng thöùc 
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trong ñoù, ta ñaët 
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Töø  (6.20) ta coù bieåu thöùc cuûa ),( ]1[
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trong ñoù ),( )1(
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Theo keát quaû cuûa ñònh lyù 5.2, chöông 5, ta coù moät ñaùnh giaù moät khai trieån tieäm caän caáp 
2  theo ε  ñuû nhoû nhö sau: 
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vôùi moïi Ω∈x , 2,1=i  vaø vôùi ε  ñuû nhoû, 0>C  laø haèng soá ñoäc laäp vôùi x  vaø ε .  
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PHAÀN KEÁT LUAÄN 
 
 
 Luaän vaên ñeà caäp tôùi vieäc khaûo saùt söï toàn taïi duy nhaát nghieäm, thuaät giaûi laëp 
caáp hai, khai trieån tieäm caän cuûa nghieäm theo moät tham soá beù cho heä phöông trình haøm 
phi tuyeán trong ],[ ba=Ω  hay Ω   laø khoaûng khoâng bò chaën trong .IR  Noäi dung chính 
cuûa luaän vaên naèm ôû caùc chöông 3, 4, 5 vaø 6. 
 
 Trong chöông 3, döïa vaøo ñònh lyù ñieåm baát ñoäng Banach, chuùng toâi chöùng minh 
söï toàn taïi, duy nhaát nghieäm cuûa heä phöông trình haøm trong moät quaû caàu ñoùng trong 

).;( nIRC Ω Keát quaû thu ñöôïc ôû ñaây chöùa ñöïng keát quaû cuûa Wu, Xuan, Zhu  ñaõ khaûo saùt 
trong tröôøng hôïp ],,[ bb−=Ω  ,2== nm 0=ijka  vaø ijkS  laø caùc nhò thöùc baäc nhaát, nhö  

laø moät tröôøng hôïp rieâng. 
 
 Trong chöông 4, chuùng toâi thieát laäp thuaät giaûi caáp hai cuûa heä phöông trình haøm 
vaø chæ ra moät ñieàu kieän ñuû ñeå thuaät giaûi hoäi tuï. 
 
 Chöông 5 laø phaàn nghieân cöùu heä phöông trình haøm bò nhieãu bôûi moät tham soá beù 

.ε  Khi ñoù chuùng toâi cho moät khai trieån tieäm caän nghieäm cuûa heä naày ñeán caáp 1+N  
theo ,ε  vôùi ε   ñuû nhoû. 
 
 Trong chöông 6, chuùng toâi nghieân cöùu moät soá ví duï heä phöông trình haøm cuï theå 
vôùi ,)( pyy =Φ  ,2≥p  ôû ñoù chuùng toâi seõ khaûo saùt moät thuaät giaûi hoäi tuï caáp hai vaø chæ 

ra caùc thaønh phaàn trong khai trieån tieäm caän ñeán caáp hai cho heä. 
 
 Caùc keát quaû trình baøy trong caùc chöông 3, 4, 5, 6 chöùa ñöïng keát quaû cuûa caùc taùc 
giaû tröôùc ñoù ñaõ khaûo saùt trong tröôøng hôïp .)( 2yy =Φ  
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