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1. Đường thẳng Euler
	1.(Đường thẳng Euler). Cho tam giác 
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. Chứng minh rằng trọng tâm , trực tâm 
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 và tâm đường tròn ngoại tiếp 
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 cùng nằm trên một đường thẳng. Hơn nữa 
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 gọi là đường thẳng Euler của tam giác 
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Chứng minh:
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Cách 1: Gọi 
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 lần lượt là trung điểm của 
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. Ta có 
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 là đường trung bình của tam giác 
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 (cùng vuông góc với 
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 (góc có cạnh tương ứng song song). Chứng minh tương tự 
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Từ đó có 
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(do 
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 là đường trung bình của tam giác 
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). Mặt khác 
[image: image21.wmf]G
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Vậy 
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Cách 2:  Kẻ đường kính 
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 của đường tròn 
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 (Tính chất trực tâm) 
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 (Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) suy ra 
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 nên tứ giác 
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 là hình bình hành, do đó 
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tại trung điểm của mỗi đường. Từ đó cũng suy ra 
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 (Tính chất đường trung bình tam giác 
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 là trọng tâm của tam giác 
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Cách 3: sử dụng định lý Thales :Trên tia đối 
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 lấy 
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. Gọi 
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 là trung điểm 
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. Theo tính chất trọng 

tâm thì 
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Áp dụng định lý Thales 

vào tam giác 
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 dễ suy ra 
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  (1).Mặt khác do 
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là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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 là trung điểm 
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 nên 
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Từ (1) và (2) suy ra 
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. Vậy 
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 là trực tâm tam giác 
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. Theo cách dựng 
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 ta có ngay kết luận bài toán.

Chú ý rằng: Nếu ta kéo dài 
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 cắt đường tròn tại 
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 thì 
[image: image72.wmf]·

=

0

AH'D90

 (Góc nội tiếp chắn nữa đường tròn) nên 
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 là đường trung bình của tam giác 
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. Nếu gọi 
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 thì ta có 
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Đường thẳng đi qua 
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 được gọi là đường thẳng Euler của tam giác 
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. Ngoài ra ta còn có 
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*Đường thẳng Euler có thể coi là một trong những định lý quen thuộc nhất của hình học phẳng. Khái niệm đường thẳng Euler trước hết liên quan đến tam giác, sau đó được mở rộng và ứng dụng cho tứ giác nội tiếp và cả 
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- giác nội tiếp, trong chuyên đề  ta quan tâm đến một số  vấn đề có liên quan đến khái niệm này trong tam giác. 

	1.1. (Mở rộng đường thẳng Euler) Cho tam giác 
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 là điểm bất kỳ trong mặt phẳng. Gọi 
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a) Chứng minh rằng các đường thẳng qua 
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b) Chứng minh rằng các đường thẳng qua 
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 đồng quy tại một điểm 
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Giải:

a) Ta thấy rằng kết luận của bài toán khá rắc rối, tuy nhiên ý tưởng của lời giải câu 1 giúp ta tìm đến một lời giải rất ngắn gọn như sau:

[image: image1175.emf]Hp

G

Q

P

C'

B'

A'

C

B

A

Lấy điểm 
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tâm ta thấy ngay 
[image: image106.wmf]G

 thuộc 
[image: image107.wmf]'

AA


 và 
[image: image108.wmf]2'

GAGA

=

. Vậy áp dụng định lý 
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 đồng quy tại 
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b) Ta có một lời giải tương tự. Lấy điểm 
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trên tia đối tia 
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Theo tính chất trọng tâm ta thấy ngay 
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thuộc 
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định lý Thales vào tam giác 
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. Như vậy các đường thẳng qua 
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Nhận xét: Bài toán trên thực sự là mở rộng của đường thẳng Euler.

Phần a) Khi 
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 tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác 
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Phần b) Khi 
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	1.2. Cho tam giác 
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[image: image142.wmf]H

. Khi đó đường thẳng Euler của các tam giác 
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 đồng quy tại một điểm trên đường thẳng Euler của tam giác 
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Giải:

Để giải bài toán này chúng ta cần hai bổ đề quen thuộc sau:
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Bổ đề 1. Cho tam giác 
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Chứng minh: Gọi giao điểm khác 
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Bổ đề 2. Cho tam giác 
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Chứng minh:
Gọi 
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 là trung điểm của 
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Trở lại bài toán. Gọi 
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Tuy nhiên dễ thấy 
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Nhận xét: Điểm đồng quy 
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	1.3. Cho tam giác 
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Hướng dẫn giải:
Ta sử dụng các bổ đề sau:
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Giải:

Sử dụng tính chất góc nội tiếp 

và góc ngoài tam giác ta có: 
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Vậy tam giác 
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Bổ đề 4. (Định lý Menelaus). Cho tam giác 
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Định lý đã được chứng minh chi 
tiết trong (Các định lý hình học nổi 
tiếng)

Trở lại bài toán. Gọi 
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Theo bổ đề 3 và các tính chất cơ bản ta thấy 
[image: image240.wmf]A

O

 là trung điểm cung 
[image: image241.wmf]¼

BC

 không chứa 
[image: image242.wmf]A

 của 
[image: image243.wmf](

)

O

 do đó 
[image: image244.wmf]A

OO

 vuông góc với 
[image: image245.wmf]BC

tại 
[image: image246.wmf]M

. 
[image: image247.wmf]2

3

A

IG

AG

IMAM

==

 nên 
[image: image248.wmf]//

AA

GGAO

 suy ra 
[image: image249.wmf]2

3

A

A

OE

OM

=

   (1). Hơn nữa 
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Nhận xét. 1.4 là một kết quả rất hay gặp về đường thẳng Euler, nhờ đó ta có thể chứng minh được kết quả thú vị khác như sau
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Qua đường thẳng Ơ le và một số kết quả mở rộng ta thấy việc khai thác các định lý, tính chất hình học là chìa khóa quan trọng để khám phá các vẽ đẹp tiềm ẩn trong ‘’Hình học phẳng’’. Hy vọng các em học sinh tiếp tục phát triển, đào sâu suy nghỉ để tìm ra các bài toán mới hay hơn, phong phú hơn.Đó là cách để học giỏi bộ môn hình học phẳng.
2. Đường thẳng Simmon
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Vậy 
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 thẳng hàng hay đường thẳng Steiner đi qua trực tâm của tam giác 
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Vậy 
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 thẳng hàng hay đường thẳng Steiner đi qua trực tâm của tam giác 
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4. Đường tròn Euler

	Cho tam giác 
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có đường cao 
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Trong tam giác 
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. Đường tròn đi qua chín điểm được gọi là đường tròn Euler của tam giác 
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Chú ý:

a) Tâm đường tròn Euler nằm trên đường thẳng Euler.

Thật vậy, gọi 
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 và O theo thứ tự là trọng tâm và tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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5. Điểm Miquel

	Cho tứ giác 
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.                                                                                                                                       Điểm 
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 được gọi là điểm Miquel.
6. Đường tròn Miquel

	Cho tứ giác 
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Gọi 
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 tại 
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Nói cách khác 
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[image: image618.wmf]M

 trên các cạnh 
[image: image619.wmf]241412

,,

OOOOOO

 của tam giác 
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 thẳng hàng.                                                                  Theo bài toán đảo về đường thẳng Simson (xem mục 2), ta có 
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 cùng nằm trên một đường tròn. Vậy năm điểm 
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 cùng nằm trên một đường tròn.

Đường tròn đi qua năm điểm 
[image: image628.wmf]1234

,,,,

MOOOO

 được gọi là đường tròn Miquel.

7. Định lý Miquel
	Cho tam giác 
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 lần lượt nằm trên các cạnh 
[image: image631.wmf],,

BCCAAB

. Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp của các tam giác 
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 nên tứ giác 
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 nội tiếp hay 
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 cũng thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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Vậy đường tròn ngoại tiếp của tam giác 
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 đồng quy tại 
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8. Định lý Lyness
	Cho tam giác 
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Vẽ tia phân giác của 
[image: image654.wmf]·

BDC

 cắt 
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 (4). Mặt khác, do 
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Vẽ tia phân giác của 
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9. Định lý Lyness mở rộng (bổ đề Sawayama)
	Cho tam giác 
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Để chứng minh định lý này ta cần hai bổ đề sau:

Bổ đề 1: Cho 
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Bổ đề 2: Cho tam giác 
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10. Một hệ quả của định lý Lyness mở rộng
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11. Định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp

	Cho tứ giác 
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12. Định lý Ptolemy cho tứ giác bất kỳ
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[image: image999.wmf]'

MIENIE
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 (g.c.g) 
[image: image1000.wmf]IMIN
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Cách 2: Kẻ 
[image: image1001.wmf],

OHCFOKDE

^^

 thì 
[image: image1002.wmf],

HK

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image1003.wmf],

CFDE

. Ta có 
[image: image1004.wmf]ICFIED

DD

:

 (g.g) có 
[image: image1005.wmf],

IHIK

 là các trung tuyến tương ứng nên 
[image: image1006.wmf]IHICCFHC

ICHIEK
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 (c.c.c) 
[image: image1007.wmf]¶

¶
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 (1). Các tứ giác 
[image: image1008.wmf],

OIMHOINK

 nội tiếp (tổng hai góc đối) nên 
[image: image1009.wmf]¶

¶

¶
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==

(2).Từ (1) và (2) có 
[image: image1010.wmf]¶

¶
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OO

=

 nên tam giác 
[image: image1011.wmf]MON

 cân tại 
[image: image1012.wmf]O

. Vậy 
[image: image1013.wmf]IMIN

=

.

Cách 3: 
[image: image1206.emf]N
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Kẻ 
[image: image1014.wmf]1122
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Tacó
[image: image1015.wmf](
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[image: image1018.wmf](
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  .Từ (1),(2),(3) và (4) suy ra: 
[image: image1019.wmf]2
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. Đặt 
[image: image1020.wmf],,
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. Ta có 
[image: image1021.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1022.wmf]22
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. Vậy 
[image: image1023.wmf]IMIN

=

.

Chú ý: Nếu gọi 
[image: image1024.wmf],

PQ

 là giao điểm của 
[image: image1025.wmf],

CEDF

 với đường thẳng 
[image: image1026.wmf]AB

 thì ta cũng có 
[image: image1027.wmf]IPIQ

=

. Thật vậy, kẻ 
[image: image1028.wmf],

OSDFOJEC

^^

 và chứng minh tương tự như cách 2.
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15. Định lý  con bướm mở rộng với đường tròn                                                                           
	Cho đường tròn 
[image: image1029.wmf](

)

O

 dây 
[image: image1030.wmf]AB

 và 
[image: image1031.wmf]I

 là một điểm bất kỳ thuộc dây 
[image: image1032.wmf]AB

. Vẽ các dây 
[image: image1033.wmf],

CDEF

 đi qua 
[image: image1034.wmf]I

 (
[image: image1035.wmf]C

 và 
[image: image1036.wmf]E

 nằm về một phía của 
[image: image1037.wmf]»

AB

). Gọi giao điểm của 
[image: image1038.wmf],

CFDE

 với 
[image: image1039.wmf]AB

 là 
[image: image1040.wmf],

MN

. Chứng minh rằng 
[image: image1041.wmf]1111

IAINIBIM
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.


Chứng minh:

[image: image1208.emf]1
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Trước hết ta chứng minh rằng 
[image: image1042.wmf]..
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Thật vậy, vẽ đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image1043.wmf]CMD

 cắt 
[image: image1044.wmf]AB

 ở 
[image: image1045.wmf]K

. Theo hệ thức lượng trong đường tròn, ta có 
[image: image1046.wmf]..
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 và 
[image: image1047.wmf]..
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 nên 
[image: image1048.wmf]..
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 (1). Vì 
[image: image1050.wmf]¶
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 nên tứ giác 
[image: image1051.wmf]EIDK

 nội tiếp, tương tự như trên ta có 
[image: image1052.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1053.wmf].
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  (2). Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1054.wmf]..
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, (*) đã được chứng minh.                                                                                          Đặt 
[image: image1055.wmf],,,
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, từ (*) ta có 
[image: image1056.wmf](

)

(

)

ambbna

mn

--

=

 
[image: image1057.wmf](
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. Chia hai vế cho 
[image: image1058.wmf]abmn

 ta được 
[image: image1059.wmf]11111111
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 hay 
[image: image1060.wmf]1111
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. Ghi chú: Bổ đề (*) được gọi là bổ đề Haruki.

16. Định lý con bướm với cặp đường thẳng

	Cho tam giác 
[image: image1061.wmf]ABC

 có 
[image: image1062.wmf]I

 là trung điểm của cạnh 
[image: image1063.wmf]BC

. Qua 
[image: image1064.wmf]I

 vẽ đường thẳng thứ nhất cắt 
[image: image1065.wmf],

ABAC

 ở 
[image: image1066.wmf],

MP

; đường thẳng thứ hai cắt 
[image: image1067.wmf],

ABAC

ở 
[image: image1068.wmf],

QN

. 
[image: image1069.wmf],

MNPQ

 cắt 
[image: image1070.wmf]BC

 lần lượt tại 
[image: image1071.wmf],

EF

. Chứng minh rằng 
[image: image1072.wmf]IEIF

=

.


Chứng minh:

Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác 
[image: image1073.wmf]ABC

 với cát tuyến 
[image: image1074.wmf]IPM

 và
[image: image1075.wmf]NIQ

, ta có:


[image: image1076.wmf]..1.1
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[image: image1077.wmf]..1.1
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  (2)

Lại áp dụng định lý Menelaus cho tam giác 
[image: image1078.wmf]ABC

 với cát tuyến 
[image: image1079.wmf]MNE

 và 
[image: image1080.wmf]PFQ

, ta được:


[image: image1081.wmf]..1(3);..1(4)
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. Từ (1),(2),(3) và (4) suy ra 
[image: image1082.wmf]FBECFBEC
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.Lại có 
[image: image1083.wmf]IAIB
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 nên 
[image: image1084.wmf]IEIF
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.

17. Định lý Shooten

	Cho tam giác đều 
[image: image1085.wmf]ABC

 nội tiếp đường tròn 
[image: image1086.wmf](

)

O

. Chứng minh rằng với mỗi điểm 
[image: image1087.wmf]M

 bất kỳ nằm trên đường tròn 
[image: image1088.wmf](

)
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 thì một trong ba đoạn 
[image: image1089.wmf],,

MAMBMC

 có một đoạn có độ dài bằng tổng độ dài hai đoạn kia.


Chứng minh:

[image: image1209.emf]A
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Xét điểm 
[image: image1090.wmf]M

 nằm trên cung nhỏ 
[image: image1091.wmf]BC

.

Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp 
[image: image1092.wmf]ABMC

, ta có 


[image: image1093.wmf]...
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Vì 
[image: image1094.wmf]ABACBC
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 nên 
[image: image1095.wmf]MAMBMC
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Tương tự nếu điểm 
[image: image1096.wmf]M

 nằm trên cung nhỏ 
[image: image1097.wmf]AC

 và 
[image: image1098.wmf]AB

 thì ta lần lượt có 
[image: image1099.wmf]MBMCMA
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 và 
[image: image1100.wmf]MCMAMB
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Suy ra đpcm.

Cách khác để chứng minh:
[image: image1210.emf]I
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[image: image1101.wmf]MAMBMC
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 (trường hợp điểm 
[image: image1102.wmf]M

 nằm trên các cung 
[image: image1103.wmf],

ABAC

 tương tự).

Trên 
[image: image1104.wmf]MA

 lấy điểm 
[image: image1105.wmf]I

 sao cho 
[image: image1106.wmf]MIMB
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, ta cần chứng minh 
[image: image1107.wmf]MCAI
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.

Thật vậy, ta có 
[image: image1108.wmf]·
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 mà 
[image: image1109.wmf]MBMI

=

 nên tam giác 
[image: image1110.wmf]BMI

 đều, do đó 
[image: image1111.wmf]BIBM
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 và 
[image: image1112.wmf]·
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Ta lại có 
[image: image1113.wmf]·
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 nên 
[image: image1114.wmf]·
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, suy ra 
[image: image1115.wmf]·
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Dễ dàng chứng minh được 
[image: image1116.wmf]BCMBAI
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 (c.g.c) nên 
[image: image1117.wmf]MCAI
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.
18. Hệ thức Van Aubel

	Cho tam giác
[image: image1118.wmf]ABC

 có 
[image: image1119.wmf],,

ADBECF

 đồng quy tại 
[image: image1120.wmf]K

 (
[image: image1121.wmf],,

DEF

 theo thứ tự thuộc các cạnh 
[image: image1122.wmf],,

BCCAAB

).Chứng minh rằng 
[image: image1123.wmf]AKAEAF
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Chứng minh:

Qua 
[image: image1124.wmf]A

 vẽ đường thẳng song song với 
[image: image1125.wmf]BC

 cắt 
[image: image1126.wmf],
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 tại 
[image: image1127.wmf],

MN

 ta có
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19. Định lý Ce’va
	Cho tam giác 
[image: image1129.wmf]ABC

 và các điểm 
[image: image1130.wmf],,

DEF

 lần lượt nằm trên cạnh 
[image: image1131.wmf],,

BCCAAB

. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để 
[image: image1132.wmf],,

ADBECF

 đồng quy là ta có hệ thức 
[image: image1133.wmf]..
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Chứng minh:

[image: image1212.emf]D
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Điều kiện cần: Ta chứng minh rằng nếu 
[image: image1134.wmf],,

ADBECF

 đồng quy thì có (*)

Gọi 
[image: image1135.wmf]K

 là điểm đồng quy của ba đoạn 
[image: image1136.wmf],,

ADBECF

. Qua 
[image: image1137.wmf]A

 vẽ đường thẳng song song với 
[image: image1138.wmf]BC

 cắt 
[image: image1139.wmf],
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 ở 
[image: image1140.wmf],
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. Theo định lý Ta-lét ta có


[image: image1141.wmf],,
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, do đó 
[image: image1142.wmf]....1
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 (đpcm)

Điều kiện đủ: Ta chứng minh rằng nếu có (*) thì 
[image: image1143.wmf],,
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 đồng quy. Thật vậy, gọi 
[image: image1144.wmf]K

 là giao điểm của 
[image: image1145.wmf]BE

 và 
[image: image1146.wmf]CF

, 
[image: image1147.wmf]AK

 cắt cạnh 
[image: image1148.wmf]BC

 tại 
[image: image1149.wmf]'

D

.

Theo chứng minh ở điều kiện cần ta có 
[image: image1150.wmf]''
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.         Hai điểm 
[image: image1151.wmf]D

 và 
[image: image1152.wmf]'

D

 đều chia trong đoạn 
[image: image1153.wmf]BC

 theo cùng một tỉ số nên 
[image: image1154.wmf]'

DD

º

. Vậy 
[image: image1155.wmf],,

ADBECF

 đồng quy.

Chú ý: Bài toán vẫn đúng trong trường hợp các điểm 
[image: image1156.wmf],,

DEF

 nằm trên các đường thẳng 
[image: image1157.wmf],,

BCCAAB

 trong đó có đúng hai điểm nằm ngoài tam giác.

20. Định lý Menelaus

	Cho tam giác 
[image: image1158.wmf]ABC

 và các điểm 
[image: image1159.wmf],,

MNP

 theo thứ tự nằm trên các đường thẳng 
[image: image1160.wmf],,

BCCAAB

. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để 
[image: image1161.wmf],,

MNP

 thẳng hàng là ta có hệ thức 
[image: image1162.wmf]..1
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Chứng minh:

[image: image1213.emf]E

K

H

c

b

a

P

N

M

C

B

A


Điều kiện cần: Gọi 
[image: image1163.wmf],,

abc

 theo thứ tự là khoảng cách từ 
[image: image1164.wmf],,

ABC

 đến cát tuyến 
[image: image1165.wmf]MNP

.

Ta có 
[image: image1166.wmf];;

MBbNCcPAa

MCcNAaPBb
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. Do đó 
[image: image1167.wmf]....1

MBNCPAbca
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 (đpcm)

Điều kiện đủ: Giả sử có (**) và 
[image: image1168.wmf]PN

 cắt cạnh 
[image: image1169.wmf]BC

 tại 
[image: image1170.wmf]'

M

.

Thế thì 
[image: image1171.wmf]''
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.

Vậy 
[image: image1172.wmf],,

MNP

 thẳng hàng (đpcm).
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