
CHƯƠNG 3: GÓC VỚI ĐƯỜNG TRÒN

 KIẾN THỨC CƠ BẢN
- Góc 
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 có đỉnh 
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 nằm trên đường tròn 
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 và các cạnh cắt đường tròn đó được gọi là góc nội tiếp (Hình). Trong trường hợp các góc nội tiếp có số đo không vượt quá 
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 thì số đo của chúng bằng nửa số đo của góc ở tâm, cùng chắn một cung. Các góc nội tiếp đều có số đo bằng nửa số đo cung bị chắn. Vì thế, nếu những góc này cùng chắn một cung (hoặc chắn những cung bằng nhau) thì chúng bằng nhau, nếu các góc nội tiếp này bằng nhau thì các cung bị chắn bằng nhau.
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Trên hình vẽ ta có: 
[image: image5.wmf]·

·

·

¼

đ

1

s

2

ABEADEADEAE

===

 

[image: image674.emf]m

x

B

A

O

- Cho đường tròn 
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 và dây cung 
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. Từ điểm 
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 ta kẻ tiếp tuyến 
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 với đường tròn, khi đó 
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 được gọi là góc tạo bởi tia tiếp tuyến với dây cung 
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 (Hình). Cũng như góc nội tiếp, số đo góc giữa tia tiếp tuyến và dây cung bằng nửa số đo cung bị chắn : 
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Chú ý: Việc nắm chắc các khái niệm, định lý, hệ quả về góc nội tiếp, góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung có thể giúp chúng ta so sánh số đo các góc, từ đó chứng minh được các đường thẳng song song với nhau, các tam giác bằng nhau, các tam giác đồng dạng với nhau…

I. Góc nội tiếp đường tròn
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A. PHƯƠNG PHÁP GIẢI
- Hai góc cùng chắn một cung thì bằng nhau và bằng nửa số đo cung bị chắn. Trên hình vẽ: 
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.                                                                                               - Các góc chắn hai cung bằng nhau thì bằng nhau. Trên hình vẽ: 
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B. VÍ DỤ                                                                                                                                         
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Ví dụ 1. Trên cạnh huyền 
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 của tam giác vuông 
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 về phía ngoài ta dựng hình vuông với tâm tại điểm 
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. Chứng minh rằng 
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 là tia phân giác của góc 
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Lời giải:

Vì 
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 là tâm của hình vuông nên 
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Lại có 
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cùng nằm trên đường tròn đường kính BC.
Đối với đường tròn này ta thấy 
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 là tia phân giác của góc vuông 
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	Ví dụ 2. Cho tam giác nhọn 
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 nội tiếp đường tròn 
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. Từ đỉnh 
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 ta kẻ đường cao 
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 thuộc 
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Lời giải:
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Kẻ đường kính 
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 của đường tròn 
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. Ta thấy 
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 (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn). Từ đó 
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Theo giả thiết bài ra, ta có: 
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Từ (1),(2) và (3) suy ra 
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Lưu ý: Cũng có thể giải bài toán theo hướng sau: Gọi 
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 là giao điểm của tia 
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 với đường tròn 
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, chứng tỏ tứ giác 
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 là hình thang cân. Từ đó suy ra 
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	Ví dụ 3. Cho tam giác đều
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 nội tiếp đường tròn 
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. Trên cung 
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 ta lấy điểm 
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 và 
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 cắt nhau tại 
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a) Giả sử 
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 là một điểm trên đoạn 
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 sao cho 
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b) Chứng minh rằng 
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c) Chứng minh hệ thức 
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Lời giải:

a) Trước tiên ta nhận thấy rằng tam giác 
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 cân tại 
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn 
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 của đường tròn 
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). Vậy nên tam giác 
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 đều.                                                                                                   b) Ta đã có 
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 ta sẽ chứng minh 
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 và 
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c) Xét hai tam giác 
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 và 
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn 
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. Hệ thức này tương đương với 
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Ghi chú:
- Tứ giác 
[image: image105.wmf]ABCD

 có tính chất 
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 (*) nói ở ví dụ trên được gọi là tứ giác điều hòa. Loại tứ giác đặc biệt này có nhiều ứng dụng trong việc giải các bài toán hình học phẳng khác.

- Nếu hệ thức (*) dưới dạng 
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 và nhớ lại tính chất đường phân giác trong tam giác ta có thể nêu thêm một tính chất của tứ giác điều hòa.

- Tứ giác 
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 là một tứ giác điều hòa khi và chỉ khi các đường phân giác của góc 
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 cắt nhau tại một điểm trên đường chéo 
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- Tứ giác 
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 là tứ giác điều hòa khi và chỉ khi đường phân giác của góc
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	Ví dụ 4) Cho tam giác 
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 nội tiếp trong đường tròn 
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. Đường phân giác trong góc 
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 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác tại 
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. Gọi 
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Giải:                                                                                                                                                Ta luôn có 
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 do 
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Thật vậy ta có: 
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Mặt khác 
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(Góc nội tiếp chắn cung 
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(Tính chất phân giác)  suy ra 
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 (Tính chất góc ngoài). Như vậy tam giác 
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Nhận xét:  Thông qua bài toán này ta có thêm tính chất: Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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 là giao điểm của phân giác trong góc 
[image: image138.wmf]A

 với 
[image: image139.wmf]()

O


	Ví dụ 5). Cho tam giác nhọn 
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Giải: 

Trong bài toán có các tỷ số độ dài 
ta nghỉ đến các tam giác đồng dạng 
và định lý Thales.                                                                                                                 Cách 1:  Dựng đường thẳng qua 
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song song với 
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Ta có: 
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Cách 2: Ta thấy 
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2. Góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung
A. PHƯƠNG PHÁP GIẢI

- Số đo góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung (tại một điểm trên đường tròn) bằng nửa số đo cung bị chắn.
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B. VÍ DỤ

	Ví dụ 1. Giả sử 
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Lời giải:

Do 
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[image: image200.wmf]22

MKKB

=

 nghĩa là 
[image: image201.wmf]MKMB

=

 (đpcm).
	Ví dụ 2. Cho đường tròn 
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3. Áp dụng  góc có đỉnh ở trong  hoặc ngoài đường tròn.

A. PHƯƠNG PHÁP GIẢI                                                                                                          Cũng như phần góc nội tiếp, góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung, các định lý và hệ quả của góc có đỉnh nằm trong hoặc nằm ngoài đường tròn giúp chúng ta tìm mối quan hệ giữa các số đo các góc, chứng minh các đường song song, các tam giác bằng nhau, các tam giác đồng dạng với nhau, hai đường thẳng vuông góc với nhau.
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Gọi 
[image: image433.wmf]1
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 là giao điểm của 
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  (1)                                                                 Lại có 
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  (2). Vì 
[image: image438.wmf]·
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, nên từ (1) và (2) suy ra 
[image: image439.wmf]·
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. Tức là 
[image: image440.wmf]1

CC

 chứa đường phân giác của 
[image: image441.wmf]·
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ACB

.                                                                                         Chứng minh tương tự, ta cũng thu được 
[image: image442.wmf]1

AA

 chứa đường phân giác của 
[image: image443.wmf]·
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BAC

, 
[image: image444.wmf]1

BB

 chứa đường phân giác của 
[image: image445.wmf]·
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ABC

.                                                                        c) Kí hiệu các đỉnh của tam giác 
[image: image446.wmf](
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[image: image447.wmf],
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 và 
[image: image448.wmf]C

; 
[image: image449.wmf]11

,
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 và 
[image: image450.wmf]1

C

 là điểm chính giữa các cung 
[image: image451.wmf]¼
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 và 
[image: image452.wmf]»
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 tương ứng. Khi đó 
[image: image453.wmf](
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 là tam giác 
[image: image454.wmf]111
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. Các đường 
[image: image455.wmf]111
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 chứa các đường phân giác của tam giác 
[image: image456.wmf](

)
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 nên chúng đồng quy tại điểm 
[image: image457.wmf]I

. Giả sử 
[image: image458.wmf]K

 là giao điểm của 
[image: image459.wmf]AB

 và 
[image: image460.wmf]11

BC

. Ta chỉ cần chứng minh rằng 
[image: image461.wmf]//

IKAC
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Thật vậy, ta thấy tam giác 
[image: image462.wmf]1

ABI

 cân tại 
[image: image463.wmf]1

B

 nên tam giác 
[image: image464.wmf]AKI

 cân tại 
[image: image465.wmf]K

. Từ đó 
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Dạng 4. Áp dụng giải các bài toán về quỹ tích và dựng hình
A. PHƯƠNG PHÁP GIẢI

Khái niệm cung chứa góc giúp chúng ta giải được nhiều bài toán quỹ tích, dựng hình, chứng minh nhiều điểm cùng thuộc một đường tròn.

B. VÍ DỤ 

	Ví dụ 1. Cho tam giác cân 
[image: image468.wmf]ABC



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image469.wmf](
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 và 
[image: image470.wmf]D

 là một điểm trên cạnh 
[image: image471.wmf]BC

. Kẻ 
[image: image472.wmf]//

DMAB

 (
[image: image473.wmf]MAC

Î

), 
[image: image474.wmf](

)

//

DNACNAB

Î

. Gọi 
[image: image475.wmf]'

D

 là điểm đối xứng của 
[image: image476.wmf]D

 qua 
[image: image477.wmf]MN

. Tìm quỹ tích điểm 
[image: image478.wmf]'

D

 khi điểm 
[image: image479.wmf]D

 di động trên cạnh 
[image: image480.wmf]BC

.


Lời giải:

[image: image696.emf]O
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Phần thuận: Từ giả thiết đề ra ta thấy 
[image: image481.wmf]'
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,(1)  do đó ba điểm 
[image: image482.wmf],,'
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 nằm trên đường tròn tâm 
[image: image483.wmf]N

. Từ đó 
[image: image484.wmf]·
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 (2). Lại có 
[image: image485.wmf]·
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==

, nên từ (1) và (2) suy ra 
[image: image486.wmf]·

·
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=

(không đổi). Vì 
[image: image487.wmf]BC

 cố định, 
[image: image488.wmf]'
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 nhìn 
[image: image489.wmf]BC

 dưới một góc 
[image: image490.wmf]·
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 không đổi, 
[image: image491.wmf]'

D

 khác phía với 
[image: image492.wmf]D

 (tức là cùng phía với 
[image: image493.wmf]A

 so với 
[image: image494.wmf]MN

) nên 
[image: image495.wmf]'
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 nằm trên cung chứa góc 
[image: image496.wmf]·

BAC

 vẽ trên đoạn 
[image: image497.wmf]BC

 (một phần của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image498.wmf]ABC

).
Phần đảo: Bạn đọc tự giải.

Kết luận: Quỹ tích của điểm 
[image: image499.wmf]'
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 là cung chứa góc 
[image: image500.wmf]BAC

 trên đoạn 
[image: image501.wmf]BC

. Đó chính là cung 
[image: image502.wmf]¼

BAC

 của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image503.wmf]ABC

.

Lưu ý: Quy trình để giải một bài toán quỹ tích như sau:

Để tìm quỹ tích các điểm 
[image: image504.wmf]M

 thỏa mãn một tính chất 
[image: image505.wmf](
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T

 nào đó ta tiến hành các bước

*Phần thuận: Chỉ ra mọi điểm có tính chất 
[image: image506.wmf](
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 đều thuộc hình 
[image: image507.wmf](

)

H

.

*Phần đảo: Chứng tỏ rằng mọi điểm thuộc hình 
[image: image508.wmf](
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 đều có tính chất 
[image: image509.wmf](
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.

*Kết luận: Quỹ tích các điểm 
[image: image510.wmf]M

 có tính chất 
[image: image511.wmf](
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 là hình 
[image: image512.wmf](
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Chú ý rằng trong một số bài toán, sau phần thuận, trước phần đảo ta có thể thêm phần giới hạn quỹ tích.

(Bạn đọc tham khảo thêm phần quỹ tích ở cuối cuốn sách này)

	Ví dụ 2. Cho đường tròn 
[image: image513.wmf](
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 và dây cung 
[image: image514.wmf]BC

 cố định. Gọi 
[image: image515.wmf]A

 là điểm di động trên cung lớn 
[image: image516.wmf]BC

 của đường tròn 
[image: image517.wmf](
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[image: image518.wmf]A

 khác 
[image: image519.wmf]B

, 
[image: image520.wmf]A

 khác 
[image: image521.wmf]C

). Tia phân giác của 
[image: image522.wmf]·
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 cắt đường tròn 
[image: image523.wmf](
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 tại điểm
[image: image524.wmf]D

 khác điểm 
[image: image525.wmf]C

. Lấy điểm 
[image: image526.wmf]I

 thuộc đoạn 
[image: image527.wmf]CD

sao cho 
[image: image528.wmf]D
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. Đường thẳng 
[image: image529.wmf]BI

 cắt đường tròn 
[image: image530.wmf](

)
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 tại điểm 
[image: image531.wmf]K

 khác điểm 
[image: image532.wmf]B

.

a) Chứng minh rằng tam giác 
[image: image533.wmf]KAC

 cân.

b) Chứng minh đường thẳng 
[image: image534.wmf]AI

 luôn đi qua một điểm 
[image: image535.wmf]J

 cố định.

c) Trên tia đối của tia 
[image: image536.wmf]AB

 lấy điểm 
[image: image537.wmf]M

 sao cho 
[image: image538.wmf]AMAC
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. Tìm quỹ tích các điểm 
[image: image539.wmf]M

 khi 
[image: image540.wmf]A

 di động trên cung lớn 
[image: image541.wmf]BC

 của đường tròn 
[image: image542.wmf](
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Lời giải:
a). Ta có
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Vì 
[image: image545.wmf]»
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 và 
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D

 cân tại 
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 nên 
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. Suy ra 
[image: image549.wmf]AKCK
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hay 
[image: image550.wmf]KAC
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 cân tại 
[image: image551.wmf]K
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b) Từ kết quả câu a, ta thấy 
[image: image552.wmf]I

 là tâm đường tròn nội tiếp 
[image: image553.wmf]ABC

D

 nên đường thẳng 
[image: image554.wmf]AI

 luôn đi qua điểm 
[image: image555.wmf]J

 (điểm chính giữa của cung 
[image: image556.wmf]¼

BC

 không chứa 
[image: image557.wmf]A

). Rõ ràng 
[image: image558.wmf]J

 là điểm cố định.

c) Phần thuận: Do 
[image: image559.wmf]AMC
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 cân tại 
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, nên 
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. Giả sử số đo 
[image: image562.wmf]·
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 là 
[image: image563.wmf]2
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 (không đổi) thì khi 
[image: image564.wmf]A

 di động trên cung lớn 
[image: image565.wmf]BC

 thì 
[image: image566.wmf]M

 thuộc cung chứa góc 
[image: image567.wmf]a

 dựng trên đoạn 
[image: image568.wmf]BC

 về phía điểm 
[image: image569.wmf]O

.

Phần đảo: Tiếp tuyến 
[image: image570.wmf]Bx

 với đường tròn 
[image: image571.wmf](
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 cắt cung chứa góc 
[image: image572.wmf]a

 vẽ trên đoạn 
[image: image573.wmf]BC

 tại điểm 
[image: image574.wmf]X

. Lấy điểm 
[image: image575.wmf]M

 bất kỳ trên 
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 (một phần của cung chứa góc 
[image: image577.wmf]a
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)

;

BCMXMC

¹¹

. Nếu 
[image: image579.wmf]MB

cắt đường tròn 
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[image: image581.wmf]A

 thì rõ ràng 
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 thuộc cung lớn 
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.                                                               Vì 
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 suy ra 
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.                                                            Kết luận: Quỹ tích các điểm 
[image: image589.wmf]M

 là cung 
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, một phần của cung chứa góc 
[image: image591.wmf]a

 vẽ trên đoạn 
[image: image592.wmf]BC

 về phía 
[image: image593.wmf]O

 trừ hai điểm 
[image: image594.wmf]C

 và 
[image: image595.wmf]X

.                                                                               
	Ví dụ 3. Cho trước điểm 
[image: image596.wmf]A

 nằm trên đường thẳng 
[image: image597.wmf]d

 và hai điểm 
[image: image598.wmf],
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 thuộc hai nủa mặt phẳng đối nhau bờ 
[image: image599.wmf]d

. Hãy dựng một điểm 
[image: image600.wmf]B

 trên 
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 sao cho 
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[image: image698.emf]F
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Lời giải:

*Phân tích: Giả sử dựng được điểm 
[image: image603.wmf]B

 trên 
[image: image604.wmf]d

 sao cho 
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. Gọi 
[image: image606.wmf]'
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 là điểm đối xứng của 
[image: image607.wmf]D

 qua 
[image: image608.wmf]d

. Khi đó 
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, vậy 
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. Suy ra 
[image: image611.wmf]C

 và 
[image: image612.wmf]'
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 cùng nằm trên một nửa cung chứa góc dựng trên đoạn 
[image: image613.wmf]AB

. Từ đó ta thấy 
[image: image614.wmf]B

 là giao điểm của 
[image: image615.wmf]d

 với đường tròn ngoại tiếp 
[image: image616.wmf]'
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*Cách dựng: Dựng điểm 
[image: image617.wmf]'
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 là điểm đối xứng của 
[image: image618.wmf]D

 qua đường thẳng 
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.         Dựng đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image620.wmf]'
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Dựng giao điểm của 
[image: image621.wmf]B

 của đường thẳng 
[image: image622.wmf]d

 với đường tròn 
[image: image623.wmf](
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*Chứng minh: Rõ ràng với cách dựng trên, ta có 
[image: image624.wmf]·

·

·

'

ACBADBADB

==

.

*Biện luận: Nếu ba điểm 
[image: image625.wmf],,
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 không thẳng hàng, hoặc nếu ba điểm này thẳng hàng nhưng 
[image: image626.wmf]CD

 không vuông góc với 
[image: image627.wmf]d

 thì bài toán có một nghiệm hình.

+ Nếu ba điểm 
[image: image628.wmf],,
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 thẳng hàng và 
[image: image629.wmf]d

 là đường trung trực của đoạn 
[image: image630.wmf]D
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 thì bài toán có vô số nghiệm hình.
+ Nếu ba điểm 
[image: image631.wmf],,

ACD

 thẳng hàng, 
[image: image632.wmf]dCD
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 nhưng 
[image: image633.wmf]d

 không phải là đường trung trực của 
[image: image634.wmf]D
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 thì bài toán không có nghiệm hình.

Lưu ý: Khái niệm cung chứa góc được áp dụng để chứng minh nhiều điểm cùng thuộc một đường tròn. Ví dụ để chứng minh bốn điểm 
[image: image635.wmf],,,
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 cùng nằm trên một đường tròn, ta có thể chứng minh hai điểm 
[image: image636.wmf]A

 và 
[image: image637.wmf]B

 cùng nhìn 
[image: image638.wmf]CD

 dưới hai góc bằng nhau. Nói cách khác, nếu một tứ giác có hai đỉnh kề nhau cùng nhìn cạnh chứa hai đỉnh còn lại dưới hai góc bằng nhau thì bốn đỉnh của tứ giác đó cùng thuộc một đường tròn.

	Ví dụ 4. Giả sử 
[image: image639.wmf]AD

 là đường phân giác trong góc 
[image: image640.wmf]A

 của tam giác
[image: image641.wmf]ABC

 (
[image: image642.wmf]DBC

Î

). Trên 
[image: image643.wmf]AD

 lấy hai điểm 
[image: image644.wmf]M
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[image: image647.wmf]BM

 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image648.wmf]ACM

 tại điểm thứ hai 
[image: image649.wmf]E

 và 
[image: image650.wmf]CN

 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image651.wmf]ABM

 tại điểm thứ hai 
[image: image652.wmf]F

.

a) Chứng minh rằng bốn điểm 
[image: image653.wmf],,,
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 cùng nằm trên một đường tròn.

b) Chứng minh ba điểm 
[image: image654.wmf],,
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 thẳng hàng.

c) Chứng minh 
[image: image655.wmf]·

·

BCFACM

=
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[image: image656.wmf]·

·

ACNBCM

=

.


Lời giải:


a) Ta có 
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 (cùng chắn cung 
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 (cùng chắn 
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.
Từ đó bốn điểm 
[image: image663.wmf],,,
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 cùng nằm trên một đường tròn (đpcm).

b) Từ kết quả trên, ta có 
[image: image664.wmf]·
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. Do đó hai tia 
[image: image665.wmf]FA

 và 
[image: image666.wmf]FE

 trùng nhau nghĩa là ba điểm 
[image: image667.wmf],,
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 thẳng hàng (đpcm).

c) Vì 
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 và do 
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. Từ đó suy ra 
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