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CÁC PHÉP TOÁN CƠ BẢN TRÊN TẬP SỐ PHỨC
I. LÝ THUYẾT
1. ĐỊNH NGHĨA
	· + Một số phức là một biểu thức dạng 
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· + Chú ý: - Khi phần ảo ..là số thực.

               - Khi phần thực 
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· + Hai số phức 
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2. SỐ PHỨC LIÊN HỢP
	Số phức liên hợp của 
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Ví dụ: 
Số phức liên hợp của số phức 
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Số phức liên hợp của số phức 
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3. BIỂU DIỄN HÌNH HỌC
	Trong mặt phẳng phức Oxy ( Ox là trục thực, Oy là trục ảo ), số phức  
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biểu diễn số phức 
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4. MÔĐUN CỦA SỐ PHỨC     
	· Môđun của số phức 
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Như vậy, môđun của số phức 
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5. CÁC PHÉP TOÁN TRÊN TẬP SỐ PHỨC
	Cho hai số phức  ; 
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· + Hiệu hai số phức: 
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· + Số đối của số phức 
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 theo thứ tự biểu diễn các số phức 
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· + Nhân hai số phức:


[image: image51.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

=++=-++

.'''.'.'.''.

zzabiabiaabbababi

.

· + Chia 2 số phức:

· + Số phức nghịch đảo: 
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II. CÁC DẠNG TOÁN VỚI CÁC PHÉP TOÁN CƠ BẢN
1. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TỔNG QUÁT
	+ Bước 1: Gọi số phức z cần tìm là 
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+ Bước 2: Biến đổi theo điều kiện cho trước của đề bài (thường liên quan đến môđun, biểu thức có chứa 
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) để đưa về phương trình hoặc hệ phương trình 2 ẩn theo a và b nhờ tính chất 2 số phức bằng nhau ( phần thực bằng nhau và phần ảo bằng nhau ), rồi từ đó suy ra a và b và suy ra được số phức z cần tìm.


2. MỘT SỐ BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH
	Bài toán 1: Tìm phần thực, phần ảo, số phức liên hợp và tính môđun của số phức z:
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 Phần thực: 8 ;    Phần ảo: 6 ; 

       Số phức liên hợp: 
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	Bài toán 2: Cho số phức 
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Giải:
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Vậy 
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	Bài toán 3: Tìm 
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Vậy số phức z cần tìm là: 
[image: image85.wmf]=-+

22

zi

  hoặc 
[image: image86.wmf]=--

22

zi

.
	Bài toán 4: Gọi M, N lần lượt là hai điểm biểu diễn số phức 
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Giải:

M, N lần lượt là hai điểm biểu diễn số phức 
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	Bài toán 5: Tìm phần thực, phần ảo của số phức sau: 
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Vậy phần thực là 
[image: image99.wmf]10

2

-

 và phần ảo là 
[image: image100.wmf]10

21

+

.

	Bài toán 6: Tính 
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Cách 2:
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Mặt khác:
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	Bài toán 6:  Tìm số z sao cho:  
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Gọi số phức z cần tìm là 
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	Bài toán 7:  Tìm số phức z khi nó thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau:
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Thay (1) vào (2) ta được: 
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	Bài toán 8: Tìm số phức z thỏa mãn hai điều kiện: 
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Số phức 
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w là một số ảo khi và chỉ khi 
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Vậy 
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	Nhận xét: 

Trong bài toán tìm thuộc tính của số phức z thỏa mãn điều kiện K cho trước, nếu K là thuần z (tất cả đều z) hoặc thuần
[image: image137.wmf]z

thì đó là bài toán giải phương trình bậc nhất (phép cộng, trừ, nhân, chia số phức) với ẩn z hoặc 
[image: image138.wmf]z

. Còn nếu chứa hai loại trở lên (z, 
[image: image139.wmf]z

,
[image: image140.wmf]z

) thì ta sẽ gọi 
[image: image141.wmf](
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. Từ đó sử dụng các phép toán trên số phức để đưa về hai số phức bằng nhau để giải.


III. SỬ DỤNG MÁY TÍNH CASIO 570VN-PLUS ĐỂ GIẢI

	Để thực hiện các phép toán trên tập số phức, ta chuyển qua chế độ CMPLX bằng cách bấm w2.
· Bấm đơn vị ảo 
[image: image142.wmf]i

 bằng cách bấm phím b.

· Tính môđun của số phức bấm qc.

· Để bấm số phức liên hợp của z bấm q22để hiện Conjg (liên hợp).


Sau đây là các bài toán điển hình cho các dạng tính toán cơ bản của số phức.
1. PHÉP CỘNG, TRỪ, NHÂN, CHIA:
	Bài toán 1: Tính 
[image: image143.wmf]=+-+
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Hướng dẫn:
Ta lần lượt bấm các phím như sau:    1+bp(3+2b)
[image: image1434.png](14319 (-3+41)
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Và ta được kết quả là: 
	Bài toán 2: Tính 
[image: image144.wmf]=+-+
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Hướng dẫn:

Ta lần lượt bấm các phím tương tự như trên và ta thu được kết quả như sau: 

[image: image1435.png]1+i-(3+2i
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	Bài toán 3:  Tính 
[image: image145.wmf]+
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Hướng dẫn:
[image: image1436.png]Math &




Ta lần lượt nhập biểu thức 
[image: image146.wmf]+
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 vào máy ta thu được kết quả: 
2. TÍNH MODULE:

	Bài toán 1: Tìm môđun của số phức 
[image: image147.wmf]-+=-

(12)26

izi

.


[image: image148.wmf]2
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Hướng dẫn:

 
[image: image149.wmf]--
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.Nên ta thực hiện bấm như sau: 

qcap6p2bR1p2b=

[image: image1437.png]1410
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Ta thu được kết quả: 
>>> Chọn D.
	Bài toán 2: Tìm số phức 
[image: image150.wmf]2..
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Biết 
[image: image151.wmf]3
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A. 
[image: image152.wmf]1874
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Hướng dẫn:
- Tính 
[image: image156.wmf]=-+-
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và lưu vào biến A:

4p3b+(1pb)^3qJz
[image: image1438.png]2 Math &
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- Tính 
[image: image157.wmf]+--
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 và lưu vào biến B

[image: image1439.png]Fol(-12,16)
=000, 8=176. B630




a2+4bp2(1pb)^3R1+bqJx
- Tính 
[image: image158.wmf]w
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[image: image1440.png]Rec(JT,1:2)





>>> Chọn A.
3. PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT:
	Bài toán 1: Tìm môđun của số phức z thỏa mãn: 
[image: image159.wmf](
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Giải:

Ta chuyển z về dạng: 
[image: image161.wmf]--
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 và tìm môđun.

Quy trình bấm máy:

Qca7bp2p3bR1p3b=
[image: image1441.png](310 (i D+(25 b
E0005-19294§




Màn hình hiển thị: 

>>> Chọn C.
	Bài toán 2: Cho số phức z thỏa mãn 
[image: image162.wmf]-++-+=-
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Tìm môđun của số phức 
[image: image163.wmf]-
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Hướng dẫn:
Ở đây là sẽ cho phím X sẽ là đại diện cho số phức z.

Đây là phương trình bậc nhất của số phức.

Bước 1: Các em nhập lại phương trình này với máy tính lần lượt như sau: 

[image: image165.wmf]-++-+--
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[image: image1442.png](310 G D+ b
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Màn hình hiển thị: 
Bước 2: 
Tìm số phức 
[image: image166.wmf]=+
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 nghĩa là đi tìm a và b.
Ta sẽ cho trước a=10000 và b=100 rồi từ đó suy ngược lại mối quan hệ của a và b bằng 1 hệ phương trình 2 ẩn theo a và b, lúc đó tìm được a và b.

Cho 
[image: image167.wmf]=+
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Màn hình sẽ cho kết quả: 

Nghĩa là:
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Từ đó tính môđun của w:

>>> Chọn B.
IV. BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Câu 1. Tìm phần thực và phần ảo của số phức 
[image: image170.wmf](
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A. Phần thực là 
[image: image171.wmf]4

 và phần ảo là 
[image: image172.wmf]3.



B. Phần thực là 
[image: image173.wmf]3

 và phần ảo là 
[image: image174.wmf]-
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C. Phần thực là 
[image: image175.wmf]4

 và phần ảo là 
[image: image176.wmf]3.
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D. Phần thực là 
[image: image177.wmf]-
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 và phần ảo là 
[image: image178.wmf]3.
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Câu 2. Tìm phần thực và phần ảo của số phức 
[image: image179.wmf](
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A. Phần thực là 
[image: image180.wmf]-
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 và phần ảo là 
[image: image181.wmf]3.
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B. Phần thực là 
[image: image182.wmf]3

 và phần ảo là 
[image: image183.wmf]5.


C. Phần thực là 
[image: image184.wmf]3

 và phần ảo là 
[image: image185.wmf]-
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D. Phần thực là 
[image: image186.wmf]3

 và phần ảo là 
[image: image187.wmf]-
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Câu 3. Tìm phần thực và phần ảo của số phức 
[image: image188.wmf]=-+
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A. Phần thực là 
[image: image189.wmf]3

 và phần ảo là 
[image: image190.wmf]-
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B. Phần thực là 
[image: image191.wmf]3

 và phần ảo là 
[image: image192.wmf]-
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C. Phần thực là 
[image: image193.wmf]3

 và phần ảo là 
[image: image194.wmf]2.
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D. Phần thực là 
[image: image195.wmf]-
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 và phần ảo là 
[image: image196.wmf]3.


Câu 4. Tìm phần thực và phần ảo của số phức 
[image: image197.wmf]z

thỏa mãn 
[image: image198.wmf]+=+
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A. Phần thực là 
[image: image199.wmf]1

 và phần ảo là 
[image: image200.wmf]1.



B. Phần thực là 
[image: image201.wmf]-
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 và phần ảo là 
[image: image202.wmf]-

1.


C. Phần thực là 
[image: image203.wmf]1

 và phần ảo là 
[image: image204.wmf].
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D. Phần thực là 
[image: image205.wmf]-
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 và phần ảo là 
[image: image206.wmf]-
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Câu 5. Tìm số phức liên hợp của số phức 
[image: image207.wmf](
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          D. 
[image: image211.wmf]=--
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Câu 6. Tính môđun của số phức 
[image: image212.wmf](
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A. 
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B. 
[image: image214.wmf]=+
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[image: image215.wmf]=+
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D. 
[image: image216.wmf]=-
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Câu 7. Tính môđun của số phức 
[image: image217.wmf]z

thỏa mãn 
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A. 
[image: image219.wmf]=
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B. 
[image: image220.wmf]=
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D. 
[image: image222.wmf]=
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Câu 8. Tính môđun của số phức 
[image: image223.wmf]z

thỏa mãn 
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A. 
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B. 
[image: image226.wmf]=
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C. 
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D. 
[image: image228.wmf]=
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Câu 9. Tìm số phức z thỏa mãn 
[image: image229.wmf](
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A. 
[image: image230.wmf]=+
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       D. 
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Câu 10. Cho số phức 
[image: image234.wmf](
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. Modun của số phức z là :
A. 
[image: image235.wmf]-
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                B. 
[image: image236.wmf]46

              C. 
[image: image237.wmf]274


             D. 2

Câu 11. Rút gọn số phức  
[image: image238.wmf]-
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         D. 
[image: image242.wmf]-
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Câu 12.. Cho số phức [image: image243.wmf]z

 thỏa mãn điều kiện [image: image244.wmf]225
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  là:

A. 
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[image: image247.wmf]+=
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[image: image248.wmf]+=

4.

zz

.
D. 
[image: image249.wmf]+=

6.

zz


Câu 13. Cho số phức 
[image: image250.wmf]z

thỏa mãn điều kiện 
[image: image251.wmf](
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 Tìm môđun của số phức 
[image: image252.wmf](
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C. 
[image: image255.wmf]w

=

5.



D. 
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Câu 14. Tìm nghiệm của phương trình 
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C. 
[image: image260.wmf]=-
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D. 
[image: image261.wmf]=-
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Câu 15. Tìm nghiệm của phương trình 
[image: image262.wmf](
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C. 
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D. 
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Câu 16. Tìm nghiệm của phương trình 
[image: image267.wmf](
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A. 
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B. 
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D. 
[image: image271.wmf]=-+
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Câu 17. Số phức 
[image: image272.wmf](
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là nghiệm của phương trình 
[image: image273.wmf](
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Tính 
[image: image274.wmf]=+
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[image: image276.wmf]=

1.

S



C. 
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Câu 18. Hỏi số phức nào trong các số phức dưới đây có môđun lớn nhất ?

A. 
[image: image279.wmf]=-
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Câu 19. Số phức 
[image: image283.wmf]=+
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Câu 20. Cho hai số phức 
[image: image288.wmf](
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 Tìm hai số thực 
[image: image289.wmf],
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[image: image290.wmf]1
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Câu 21 : Số nào trong các số phức sau là số thuần ảo?
A.
[image: image296.wmf](
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Câu 22 : Tìm số phức 
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 biết: 
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Câu 23 : Cho 
[image: image306.wmf](
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. Trong các két luận sau, kết luận nào đúng?
A.
[image: image307.wmf]=
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22

zz


Câu 24 :Cho số phức z thỏa :
[image: image311.wmf](
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. Khi đó môđun của số phức 
[image: image312.wmf]+
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[image: image313.wmf]8

 


B.
[image: image314.wmf]82
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[image: image316.wmf]16


Câu 25 : Tính 
[image: image317.wmf]1
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Câu 26 : Nghịch đảo của số phức 
[image: image320.wmf]--
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Câu 27 : Cho hai số phức 
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. Phần thực của số phức 
[image: image326.wmf]12
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Câu 28 : Phần ảo của số phức 
[image: image327.wmf]=-+
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Câu 29: Số phức 
[image: image328.wmf]z

 thỏa mãn: 
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Câu 30: Phần thực của số phức z thỏa mãn phương trình 
[image: image334.wmf]=-++
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	1. A
	2. D
	3. A
	4. A
	5. C
	6. A

	7. B
	8. C
	9. D
	10. C
	11. C
	12. D
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A. CĂN BẬC HAI CỦA SỐ PHỨC VÀ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI
I. CĂN BẬC HAI CỦA SỐ PHỨC:
1. LÝ THUYẾT
	Cho số phức w. Mỗi số phức z thỏa mãn 
[image: image335.wmf]=
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w

z

 được gọi là một căn thức bậc 2 của w. Mỗi số phức 
[image: image336.wmf]¹

w0

 0 có hai căn bậc hai là hai số phức đối nhau (z và –z).
· *Trường hợp w là số thực (
[image: image337.wmf]=Î

¡

w

a

) 

+ Khi a>0 thì w có hai căn bậc hai là 
[image: image338.wmf]a

 và 
[image: image339.wmf]-

a

.

+ Khi a<0 nên
[image: image340.wmf]=-

2

()

aai

, do đó w có hai căn bậc hai là 
[image: image341.wmf]-

.

ai

và 
[image: image342.wmf]--

.

ai

.

   Ví dụ 1: Hai căn bậc 2 của -1 là i và –i.

                 Hai căn bậc 2 của 
[image: image343.wmf]-¹

2

   (0)
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là 
[image: image344.wmf]-

 ,.
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· *Trường hợp 
[image: image345.wmf]=+Î¹
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+ Cách 1: 

Gọi 
[image: image346.wmf]=+Î
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là căn bậc 2 của w khi và chỉ khi 
[image: image347.wmf]=
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ì

-=

Û®==

í

=

î

2

22

      ()

...;...

2

xyiabi

xya

xy

xyb


Mỗi cặp số thực (x;y) nghiệm đúng hệ phương trình đó cho ra một căn bậc hai 
[image: image349.wmf]=+
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 của số phức 
[image: image350.wmf]=+

w
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+ Cách 2: 

Có thể biến đổi w thành bình phương của một tổng, nghĩa là 
[image: image351.wmf]=

2

w

z

. Từ đó kết luận căn bậc hai của w là 
[image: image352.wmf]z

 và -
[image: image353.wmf]z

.


2. MỘT SỐ BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH
	Bài toán 1: Tìm các căn bậc 2 của 
[image: image354.wmf]-+
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Giải:

+ Cách 1: 

Tìm các căn bậc 2 của 
[image: image355.wmf]-+
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, tức là đi tìm các số phức 
[image: image356.wmf]+Î
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 sao cho 
[image: image357.wmf]+-+
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 nên ta cần giải hệ phương trình


[image: image358.wmf]ì
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Rút y từ phương trình thứ hai thay vào phương trình thứ nhất, ta có:


[image: image359.wmf]ì
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Hệ này có 2 nghiệm: 
[image: image360.wmf](2;3)

 và 
[image: image361.wmf]--

(2;3)

.

Vậy có 2 căn bậc hai của 
[image: image362.wmf]-+

512

i

 là 
[image: image363.wmf]+
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và
[image: image364.wmf]--
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+ Cách 2:
Ta có: 
[image: image365.wmf](
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Từ đó dễ dàng suy ra hai căn bậc hai của 
[image: image366.wmf]-+
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i

 là 
[image: image367.wmf]+
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và 
[image: image368.wmf]--
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	Bài toán2: Tìm căn bậc hai của số phức sau:
[image: image369.wmf]=+
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Giải:
+ Cách 1:

Gọi 
[image: image370.wmf](
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 là một căn bậc hai của 

Khi đó ta có:
[image: image371.wmf](
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Giải hệ phương trình tìm được nghiệm: 
[image: image372.wmf]é
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Vậy số phức đã cho có hai căn bậc hai là: 
[image: image373.wmf]=+=--
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+ Cách 2:

Ta có: 
[image: image374.wmf](
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Suy ra 
[image: image375.wmf]+

35

i

là căn bậc của 
[image: image376.wmf]=+
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. Nên 
[image: image377.wmf]--
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 là căn bậc của 
[image: image378.wmf]=+
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Vậy số phức đã cho có hai căn bậc hai là: 
[image: image379.wmf]=+=--
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II. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI
1. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI TRÊN TẬP SỐ PHỨC

a) Phương pháp giải:

	Cho phương trình bậc 2: 
[image: image380.wmf]++=
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0   (1)
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Trong đó A,B,C là những số phức A≠0.
Xét biệt thức 
[image: image381.wmf]D=-
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· + Nếu 
[image: image382.wmf]D¹
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thì phương trình (1) có 2 nghiệm phân biệt:

                     
[image: image383.wmf]ss
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Trong đó 
[image: image384.wmf]s

là một căn bậc 2 của 
[image: image385.wmf]D

.

+ Nếu 
[image: image386.wmf]D=
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thì phương trình (1) có nghiệm kép:
                                
[image: image387.wmf]-
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CHÚ Ý:  
· + Mọi phương trình bậc n: 
[image: image388.wmf]-

-
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AzAzAzA

 luôn có n nghiệm phức (không nhất thiết phân biệt).

· + Hệ thức Vi-ét đối với phương trình bậc 2 số phức hệ số thực: Cho phương trình bậc 2 :
[image: image389.wmf]++=Î¹
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AzBzCABCA

có 2 nghiệm phân biệt (thực hoặc phức). Ta có:

                                                 
[image: image390.wmf]ì
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b) Một số bài toán điển hình.
	Bài toán1: Giải phương trình bậc hai sau: 
[image: image391.wmf]++=
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Giải:
Biệt thức 
[image: image392.wmf]D=-=-=
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Phương trình có 2 nghiệm phân biệt là: 
[image: image393.wmf]-+--
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	Bài toán2: Giải phương trình bậc hai sau: 
[image: image394.wmf]++-=
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Giải:

Biệt thức:

 
[image: image395.wmf]D=--=-+=-
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Chọn 
[image: image396.wmf]s
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Phương trình trên có hai nghiệm là :


[image: image397.wmf]s
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2. ĐƯA PHƯƠNG TRÌNH BẬC CAO VỀ NHỮNG PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT, PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI.
a) Phương pháp phân tích đa thức thành nhân tử.
	* Bước 1:

Để đưa phương trình thành nhân tử thì ta phải nhẩm nghiệm của phương trình. Có các cách nhẩm nghiệm như sau:

+ Tổng các hệ số của phương trình bằng 0 thì nghiệm của phương trình là 
[image: image398.wmf]1
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+ Tổng các hệ số bậc chẳn bằng tổng hệ số bậc lẻ thì nghiệm của phương trình 
[image: image399.wmf]1

x
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+ Định lý Bézout: Phần dư trong phép chia đa thức f(x) cho 
[image: image400.wmf]xa

-

 bằng giá trị của đa thức 
[image: image401.wmf]()
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  tại 
[image: image402.wmf]xa
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. 
Tức là 
[image: image403.wmf](
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Hệ quả: Nếu 
[image: image404.wmf](
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 thì 
[image: image405.wmf](
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        Nếu 
[image: image406.wmf](
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 thì 
[image: image407.wmf](
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+ Sử dụng máy tính Casio để nhẩm nghiệm:
- Nhập phương trình vào máy tính.
- Bấm phím r rồi nhập 1 giá trị X bất kỳ, máy tính sẽ cho ra nghiệm của phương trình. Sau đó dùng sơ đồ hoocne để phân tích thành nhân tử.

+ Sơ đồ Hoocne: 

Với đa thức f(x) = 
[image: image408.wmf]-1-2
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  chia cho x - a thương là 

g(x) = 
[image: image409.wmf]-1-2-3
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dư r.

Nếu 
[image: image410.wmf]0
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  thì 
[image: image411.wmf](
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, nghĩa là: 
[image: image412.wmf](
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Ta đi tìm các hệ số 
[image: image413.wmf]-1-2-310
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bằng bảng sau đây.



[image: image414.wmf]n
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[image: image418.wmf]1
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[image: image421.wmf]2

1-1

   

n

nn

b

aba

-

-

=+



[image: image422.wmf]3
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* Bước 2: Giải phương trình bậc nhất hoặc phương trình hai số phức, kết luận nghiệm.


· Một số bài toán điển hình

	Bài toán1:  Giải các phương trình: z3 – 27 = 0              


Giải: 
z3 – 27 = 0 ( (z – 1) (z2 + 3z + 9) = 0 ( [image: image426.wmf]2
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Vậy phương trình đã cho có 3 nghiệm.
	Bài toán 2: Giải phương trình sau: 
[image: image427.wmf](
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Hướng dẫn:
Nhẩm nghiệm: Ta thấy tổng các hệ số của phương trình bằng 0 nên phương trình có nghiệm z=1.

Khi đó:


[image: image428.wmf](
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Vậy nghiệm của phương trình đã cho là : 
[image: image429.wmf]===+
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	Bài toán 3:  Cho phương trình sau: z3 + (2 – 2i)z2 + (5 – 4i)z – 10i = 0 (1) biết rằng phương trình có nghiệm thuần ảo.


Giải:

Đặt z = yi với y ( R

Phương trình (1) có dạng: (iy)3  + (2i-2)(yi)2 +  (5-4i)(yi) – 10i = 0

( -iy3 – 2y2 + 2iy2 + 5iy + 4y – 10i = 0 = 0 + 0i

Đồng nhất hoá hai vế ta được:   [image: image430.wmf]2
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Giải hệ này ta được nghiệm duy nhất y = 2.
Suy ra phương trình (1) có nghiệm thuần ảo z = 2i.

* Vì phương trình (1) nhận nghiệm 2i.
( vế trái của (1) có thể phân tích dưới dạng: 

z3 + (2 – 2i)z2 + (5 – 4i)z – 10i  = (z – 2i)(z2 +az + b)  (a, b ( R)

đồng nhất hoá hai vế ta giải được a = 2 và b = 5.

( (1) ( (z – 2i)(z2 +2z + 5) = 0 ( [image: image431.wmf]2
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Vậy phương trình (1) có 3 nghiệm.

Bài toán 4: Giải phương trình 
[image: image432.wmf](
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 biết rằng phương trình có 1 nghiệm thực.

Giải :
 Gọi nghiệm thực là z0 ta có:

    
[image: image433.wmf](
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Khi đó ta có phương trình 
[image: image434.wmf](
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Tìm được các nghiệm của phương trình là z= -2; z= 2+ i; z= 3- 2i.
Bài toán 5:  Giải phương trình 
[image: image435.wmf](
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biết rằng phương trình có một nghiệm thuần ảo.
Giải:
Giả sử phương trình có nghiệm thuần ảo là bi, b
[image: image436.wmf]Î
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      Thay vào phương trình ta được:


[image: image437.wmf](
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Phương trình có thể phân tích thành 
[image: image438.wmf](
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Các nghiệm của phương trình là z= -3i; 
[image: image439.wmf]=±
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b) Phương pháp tìm nghiệm của phương trình bậc 4 hệ số thực:
	Cho pt bậc 4:   
[image: image440.wmf]432
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Tìm các nghiệm của phương trình. Biết phương trình có 1 nghiệm phức là 
[image: image441.wmf]=+

1
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.
* Lưu ý: Nếu phương trình trên có 1 nghiệm là 
[image: image442.wmf]=+
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 thì nó cũng có nghiệm 
[image: image443.wmf]=-
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Khi đó 
[image: image444.wmf]=-++
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 nên 
[image: image445.wmf]++++=-++
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. Dùng phép chia đa thức cho đa thức đã học ở lớp 8 để tìm 
[image: image446.wmf]()
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Tiếp tục giải phương trình bậc hai : 
[image: image447.wmf]=
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để tìm 2 nghiệm còn lại của phương trình.


	Bài toán điển hình : Tìm phương trình bậc 4: 
[image: image448.wmf]+--+=
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 .Tìm các nghiệm của phương trình. Biết phương trình có 1 nghiệm phức là 
[image: image449.wmf]=-+
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Hướng dẫn :
Phương trình trên có 1 nghiệm là 
[image: image450.wmf]=-+
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 thì nó cũng có nghiệm 
[image: image451.wmf]=--
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Khi đó 
[image: image452.wmf]12
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 là nghiệm của phương trình: 
[image: image453.wmf](
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Nên 
[image: image454.wmf](
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Dùng phép chia đa thức cho đa thức đã học ở lớp 8 tìm được 
[image: image455.wmf](
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. Phương trình 
[image: image456.wmf]-+=
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 có 2 nghiệm là 
[image: image457.wmf]+-
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Vậy phương trình trên có 4 nghiệm là : 
[image: image458.wmf]-+--+-
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c) Phương pháp đặt ẩn phụ.
	+ Bước 1: Phân tích phương trình thành các đại lượng giống nhau.

+ Bước 2: Đặt ẩn phụ, nêu điều kiện (nếu có).

+ Bước 3: Đưa phương trình ban đầu về phương trình bậc nhất hoặc bậc 2 theo ẩn mới.

+ Bước 4: Giải và kết luận nghiệm.


· Một số bài toán điển hình .
Bài toán 1: Giải phương trình sau: (z2 + z)2 + 4(z2 + z) -12 = 0
Giải:

Đặt t = z2 + z, khi đó phương trình đã cho có dạng:

 t2 + 4t – 12 = 0.
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Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm.

Bài toán 2: Giải phương trình sau trên tập số phức: 
[image: image461.wmf](
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Giải:

Đặt t = z2 + 3z +6 phương trình đã cho có dang: 

t2 +2zt – 3z2 = 0 ( (t – z)(t+3z) = 0 ( [image: image462.wmf]3
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+ Với t = z ( z2 + 3z +6 –z = 0 ( z2 + 2z + 6 = 0 ( [image: image463.wmf]15
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+ Với t = -3z ( z2 + 3z +6 +3z = 0 ( z2 + 6z + 6 = 0 ( [image: image464.wmf]33
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Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm.

Bài toán 3: Giải phương trình:
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Giải:

PT
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Vậy phương trình có các nghiệm: 
[image: image471.wmf]=-±
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Bài toán 4: Giải phương trình sau trên tập số phức  
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Giải:

Nhận xét: z = 0 không là nghiệm của phương trình (1) vậy z
[image: image474.wmf]¹
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Chia hai vế PT (1) cho z2 ta được: (
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Đặt t = z -
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Phương trình (2) có dạng: t2 – t +
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PT (3) có 2 nghiệm t=
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    PT (4) có 2 nghiệm: z=
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    PT(5) có 2 nghiệm: z=
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Vậy PT đã cho có 4 nghiệm: z=1+i; z=1-i ; z=
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BÀI TẬP TỰ LUYỆN

Bài 1: Giải phương trình z3 + (1 – 2i)z2 + (1 – i)z – 2i = 0, biết rằng phương trình có một nghiệm thuần ảo.
Bài 2: Cho phương trình:  z3 – (4 + i)z2 + (3 + 8i)z – 15i = 0.  Biết phương trình có một nghiệm thực. Gọi z1, z2, z3 là các nghiệm của phương trình. Hãy tính 
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Bài 3: Gọi 
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là bốn nghiệm của phương trình 
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Bài 4: Giải các phương trình trên tập số phức: 

a)
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III. SỬ DỤNG MÁY TÍNH CASIO 570VN-PLUS ĐỂ GIẢI
	Để thực hiện các phép toán trên tập số phức, ta chuyển qua chế độ CMPLX bằng cách bấm w2.
· Bấm đơn vị ảo 
[image: image501.wmf]i

 bằng cách bấm phím b
· [image: image1447.png]-5




Bấm q2và lựa chọn các chức năng:

· + Chọn 1 để bấm acgumen của z (arg(z))

· + Chọn 2 để bấm số phức liên hợp của z (Conjg)

· + Chọn 3 để chuyển từ dạng đại số sang dạng lượng giác.

· + Chọn 4 để chuyển từ dạng lượng giác sang dạng đại số.

·  Bấm dấu 
[image: image502.wmf]Ð

bằng cách bấm: qz


Sau đây là cách giải các bài toán điển hình cho các dạng toán tìm căn bậc hai của một số phức; giải phương trình bậc hai với hệ số thực và các dạng toán liên quan bằng máy tính casio.
1. BÀI TOÁN TÌM CĂN BẬC HAI CỦA MỘT SỐ PHỨC
	* Cách 1: 

 Xây dựng công thức bấm:

Cho số phức 
[image: image503.wmf]=+
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 , có dạng lượng giác là z = r(cos( +isin() (r>0). Với 
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( được gọi là acgument của z, kí hiệu là arg(z).

Khi đó z có hai căn bậc hai là: 
[image: image506.wmf]jj
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Hay được viết gọn là: 
[image: image508.wmf]j
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Như vậy để tìm các căn bậc hai của số phức 
[image: image510.wmf]=+
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, ta làm như sau:

- Nhập số phức z và lưu vào biến A (cái này đơn giản).

[image: image1448.png]Stored to X



- Bấm theo công thức sau: 
sqcQz$$qzaq21Qz)R2=
- Ta thu được kết quả của một căn thức của z, suy ra căn bậc hai còn lại.


	Ví dụ: Tìm các căn bậc hai của số phức 
[image: image511.wmf]=-+

34

zi

.


Hướng dẫn:
Quy trình bấm :

- Nhập số phức 
[image: image512.wmf]=-+
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 và lưu vào biến A: 

p3+4bqJz

- Bấm theo công thức ở trên :
sqcQz$$qzaq21Qz)R2=
[image: image1449.png]Math¥

=




- Màn hình cho kết quả: 

Nên 
[image: image513.wmf]+
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	* Cách 2: 

- Nhập hàm X2 : Q)d
- Sử dụng phímr,nhập các giá trị vào, giá trị nào cho ra số phức 
[image: image516.wmf]z

 thì ta chọn đáp án đó.


	Ví dụ: Tìm các căn bậc hai của số phức 
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Hướng dẫn:

-  Q)d
-  rNhập lần lượt các số phức ở các đáp án vào nhé. 
[image: image1450.png]MathVA




r1+2b= màn hình sẽ cho kết quả:
Nên 
[image: image519.wmf]+
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là căn bậc hai của số phức 
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. Vì một số phức có hai căn bậc 2 đối nhau nên 
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>>> Chọn C.
	Cách 3: 

 Tìm các căn bậc hai của số phức 
[image: image523.wmf]=+
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-w1
- Nhấp Shift + (Pol), ta nhập Pol(a,b). 

-Dấu phẩy trong (a,b) bấm bằng cách q)
- Nhấp Shift - (Rec), ta nhập Rec(X,Y), ta thu được kết quả X=...;Y=...

- Kết luận các căn bậc 2 cần tìm.


	Ví dụ: Tìm các căn bậc hai của số phức 
[image: image524.wmf]=-+
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Hướng dẫn:
- w1
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- q+p12q)16)= màn hình hiện kết quả
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- qpsQ)$q)QnP2)=thu được kết quả: 
Suy ra các căn bậc hai của số phức 
[image: image525.wmf]=-+
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2. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI.
a) Phương trình bậc hai với hệ số thực:
	Bài toán1: Giải phương trình bậc hai sau: 
[image: image527.wmf]-+=
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Hướng dẫn:

Quy trình bấm: w531=p4=10==
[image: image1453.png]
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Thu được kết quả: 

	Bài toán2: Gọi 
[image: image528.wmf]12
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 là 2 nghiệm của phương trình : 
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Hướng dẫn :

Quy trình bấm như sau:

- Tìm nghiệm [image: image531.wmf]12
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w531=1=1==
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Thu được kết quả: 

- Lưu 2 nghiệm vào X và Y:

qJ)RqJn

[image: image1457.png]2 Math &
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- Màn hình hiển thị là đã lưu biến X thành công, tương tự biến Y.

- Tính P .
- Sau đó vào w2 và nhập P và thu được kết quả: 
[image: image1458.png]I%-11+18-1+711
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b) Phương trình bậc hai với hệ số phức:

	Bài toán: Giải phương trình : 
[image: image532.wmf]+-+-=
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Hướng dẫn:
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- Tính 
[image: image533.wmf]D=-
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 bằng máy tính , ta được:

- Sau đó gán kết quả của 
[image: image534.wmf]D

 vào A.
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- Dùng công thức tìm căn bậc 2 đã học ở trên, thu được 1 căn bậc 2 của [image: image535.wmf]D

 là 
[image: image536.wmf]-
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Và gán kết quả này cho X.
- Nên 2 nghiệm của phương trình là : 
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IV. BÀI TẬP RÈN LUYỆN
Câu 1. Nghiệm của phương trình 
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Câu 2. Nghiệm của phương trình 
[image: image542.wmf]+=

10

2

z

z

 là.

A. 
[image: image543.wmf]=-±

13.

zi


B. 
[image: image544.wmf]=±

3.

zi


           C. 
[image: image545.wmf]=±

13.

zi



D. 
[image: image546.wmf]=-±

3.

zi


Câu 3. Nghiệm của phương trình 
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Câu 4. Nghiệm thuần ảo của phương trình 
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Câu 5. Số nghiệm thuần ảo của phương trình 
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B. 
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C. 
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D. 
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Câu 6. Số phức 
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Câu 7. Tìm số thực 
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 để phương trình 
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Câu 8. Tìm số thực 
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 để phương trình 
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Câu 9. Xét số phức 
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 Mệnh đề nào dưới đây đúng ?

A. 
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Câu 10. Xét số phức 
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 Mệnh đề nào dưới đây đúng ?
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Câu 11. Xét số phức 
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Câu 12. Xét số phức 
[image: image602.wmf]=+

12

zi

 là nghiệm của phương trình 
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Câu 13. Biết z1 và z2 là hai nghiệm của phương trình 
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Câu 14. Tìm nghiệm phương trình: 
[image: image613.wmf]-++-=

2

2(13)250

zizi

 .


[image: image614.wmf]---+--

.;25     .;25     .2;15     .;25

AiiBiiCiiDii

 

Câu 15. Tìm nghiệm phương trình: 
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Câu 16. Ký hiệu 
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là bốn nghiệm của phương trình 
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A. T =4          B. T = - 4            C. T=14 
    D. T = 12 

Câu 17. Gọi z1, z2 là 2 nghiệm của phương trình: z2 -2
[image: image620.wmf]2

.z + 8 = 0. Khi đó giá trị biểu thức T = 
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A. 2
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Hướng dẫn: Dùng dạng lượng giác của số phức để giải.

Câu 18 : Tính 
[image: image627.wmf]+
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 là nghiệm của phương trình 
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B.
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 C.
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[image: image633.wmf]34

 

Câu 19 : Cho phương trình 
[image: image634.wmf]-+-=
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 trong đó m là tham số phức; giá trị m để phương trình có hai nghiệm 
[image: image635.wmf]12
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 thỏa mãn 
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22

12

10

zz

.             
A.
[image: image637.wmf]=-=+

23;23.

mimi



B.
[image: image638.wmf]=+=-

222i;222

mmi


C.
[image: image639.wmf]=-=+
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Hướng dẫn : Dùng định lý Vi-et.
Câu 20: Phương trình 
[image: image641.wmf](
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 có nghiệm là:

A. 
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zi

 và 
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Câu 21 : Gọi 
[image: image650.wmf]12
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 là hai nghiệm phương trình 
[image: image651.wmf]++=

2

280;

zz

 trong đó 
[image: image652.wmf]1
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 có phần ảo dương. số phức 
[image: image653.wmf](
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Câu 22 : Cho phương trình 
[image: image658.wmf]++=
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 có nghiệm 
[image: image659.wmf]12
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 trên tập số phức 
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 .Tính 
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D.
[image: image666.wmf]45

 

Câu 23 : Cho số phức 
[image: image667.wmf]=+
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[image: image668.wmf]z

  là số phức liên hợp của 
[image: image669.wmf]z

 .Phương trình bậc hai nhận 
[image: image670.wmf],
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 làm các nghiệm là 
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Câu 24 : Gọi 
[image: image675.wmf]12
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 là hai nghiệm của phương trình 
[image: image676.wmf]-+=

2

260.

zz

 Trong đó 
[image: image677.wmf]1
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 có phần ảo âm. Giá trị biểu thức 
[image: image678.wmf]=+-
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Câu 25. Phương trình 
[image: image683.wmf]-+++-=
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 có tập nghiệm là: 
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Đáp án:
	1. A
	2. C
	3. A
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B. TẬP HỢP ĐIỂM CỦA SỐ PHỨC
I. LÝ THUYẾT:
	Trong dạng này, ta gặp các bài toán biểu diễn hình học của số phức hay còn gọi là tìm tập hợp điểm biểu diễn một số phức z trong đó số phức z thỏa mãn một hệ thức nào đó (thường là hệ thức liên quan đến 
[image: image685.wmf]2

,,,...
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 ).
Khi đó ta giải bài toán này như sau: Đặt z = x+yi (x, y ( R). Khi đó số phức z biểu diễn trên mặt phẳng phức bởi điểm M(x;y). Biến đổi điều kiện của bài toán thành : 
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Giải phương trình hoặc hệ phương trình để tìm mối liên hệ giữa x và y từ đó suy ra tập hợp điểm M.


II. MỘT SỐ BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH :
	Bài toán1: Giả sử M là điểm trên mặt phẳng phức biểu diễn số phức z. 
Tìm tập hợp các điểm M thỏa mãn một trong các điều kiện sau đây:

a) [image: image687.wmf]1
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 =2             b) 
[image: image688.wmf]+-£
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c)  [image: image689.wmf]21
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Giải:

Đặt z = x +yi (x, y ( R) được biểu diễn bởi điểm M(x;y)

a) Xét hệ thức: [image: image691.wmf]1
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[image: image692.wmf](
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( Tập hợp các điểm M(z) trên mặt phẳng tọa độ biểu diễn số phức z thỏa mãn (1) là đường tròn có tâm tại I(1;-1) và bán kính R = 2.

b) Xét hệ thức :
[image: image693.wmf](
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[image: image694.wmf](
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Vậy tập hợp các điểm M trên mặt phẳng tọa độ biểu diễn số phức z là hình tròn có tâm là (-1;1); bán kính r=4.
*Nhận xét: Tập hợp các điểm biểu diễn số phức z thỏa mãn điều kiện: 
[image: image696.wmf]+-³
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 là tập hình các điểm nằm trên và nằm ngoài đường tròn có tâm là (-1;1); bán kính r=4. 

[image: image1463.png]i:ars  ZiCondg
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c) Xét hệ thức 
      [image: image697.wmf]2
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 ( |(x+2) +yi| = |x+(y-1)i|

 ( (x+2)2 + y2 = x2 + (y-1)2
 ( 4x + 2y + 3 = 0.
Vậy tập hợp các điểm M là đường thẳng 
     4x + 2y + 3 = 0.
* Nhận xét: Đường thẳng 4x + 2y + 3 = 0 chính là  đường trung trực của đoạn AB.

d) Xét hệ thức: [image: image698.wmf]4410
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Xét F1, F2 tương ứng biểu diễn các điểm 4i và -4i tức là F1 (0;4) và F2 =(0;-4). 

F1F2 = 8 =2c , c=4.

Do đó:  [image: image699.wmf]4410
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 ( MF1 + MF2 = 10 =2a  ( a=5.
Ta có: 
[image: image700.wmf]=-=-=
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( Tập hợp tất cả các điểm M nằm trên (E) có hai tiêu điểm là F1 và F​2 và có độ dài trục lớn bằng 10.

Phương trình của (E) là: 
[image: image701.wmf]+=
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	Bài toán 2: Trong mặt phẳng Oxy, tìm tập hợp điểm biểu diễn các số phức z thỏa mãn      
[image: image702.wmf](
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Giải:

Đặt z= x+ yi (x,y 
[image: image703.wmf]Î
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Ta có: 

[image: image704.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

-=+Û+-=-++

Û+-=-++

222

2

11

1

ziizxyixyxyi

xyxyxy



[image: image705.wmf](
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Vậy tập hợp các điểm M biểu diễn các số phức z là đường tròn có phương trình 
[image: image706.wmf](
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Bài toán 3: Tìm tập hợp các điểm biểu diễn của số phức z sao cho 
[image: image707.wmf]++
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Giải :
Đặt z= x+ yi (x, y 
[image: image708.wmf]Î
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[image: image710.wmf](
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u là số thuần ảo 
[image: image711.wmf]Û
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Vậy tập hợp các điểm biểu diễn của z là đường tròn tâm I(-1;-1), bán kính 
[image: image713.wmf]5

 trừ điểm (0;1).
	Bài toán4: Trên mặt phẳng toạ độ, tìm tập hợp điểm biểu diễn số phức z thoả mãn điều kiện sau:

a)  
[image: image714.wmf]-=-+
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Giải:

 Đặt: 
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 có điểm biểu diễn trên mặt phẳng phức là 
[image: image718.wmf](
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Vậy tập hợp điểm M là đường parabol (P) có phương trình 
[image: image720.wmf]=
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b) 
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Đặt 
[image: image722.wmf]-
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Suy ra tập hợp M là elíp (E) có 2 tiêu điểm là 
[image: image725.wmf]12
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Gọi (E) có phương trình 
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Ta có 
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Vậy (E) có phương trình 
[image: image728.wmf]+=
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	Bài toán 5: Trong tập số phức 
[image: image729.wmf]£
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[image: image731.wmf]2
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 các nghiệm của phương trình 
[image: image732.wmf]-+=
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[image: image733.wmf]M
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 lần lượt là các điểm biểu diễn của 
[image: image736.wmf]1
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 và số phức 
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 đều thì số phức 
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Giải:


Ta có 
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 lần lượt là các điểm biểu diễn của 
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 và số phức 
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 trên mặt phẳng phức. Khi đó 
[image: image750.wmf](

)

1;3

M

, 
[image: image751.wmf](

)

-

1;3

N

, 
[image: image752.wmf](

)

;

Pxy


Để 
[image: image753.wmf]D

MNP

 đều 
[image: image754.wmf]Û

 
[image: image755.wmf]ì

=

í

=

î

MNMP

MNNP

 
[image: image756.wmf]Û

 
[image: image757.wmf]ì

=

ï

í

=

ï

î

22

22

MNMP

MNNP

 (1)
Ta có 
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Từ (1) và (2) 
[image: image761.wmf]Þ
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 >>> Chọn D.
	Bài toán 6: (ĐỀ MINH HỌA QUỐC GIA NĂM 2017)

Cho số phức 
[image: image767.wmf]z
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 thỏa mãn 
[image: image768.wmf]4
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. Biết tập hợp các điểm biểu diễn cho số phức 
[image: image769.wmf](

)

34

wizi

=++

 là đường tròn 
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Giải:

Đặt 
[image: image776.wmf]w

abi

=+

  với 
[image: image777.wmf];;

abc

Î

¡

.

 
[image: image778.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

134

1

34

3425

344343

343

344

252525

abii

abi

wiziz

i

abba

ba

ab

ziz

éù

+--

+-

ëû

=++Û==

+

+-+--

--

+-

Û=+Þ=

.

Mà


[image: image779.wmf](
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Vậy tập hợp các điểm biểu diễn của số phức 
[image: image780.wmf]w

 là đường tròn 
[image: image781.wmf](

)

0;1,20

IR

=

. 
III. SỬ DỤNG MÁY TÍNH CASIO ĐỂ GIẢI.
Đây là một trong những bài toán điển hình nhất dùng máy tính CASIO để giải bài toán tìm tập hợp điểm của số phức. Các bài toán khác ta làm tương tự.
	Bài toán: Trên mặt phẳng Oxy tìm tập hợp biểu diễn các số phức thỏa mãn điều kiện |zi – (2 + i)| = 2.

         A: x + 2y -1=0                      B: (x +1)2 + (y – 2)2 =9

         C: (x -1)2  + (y + 2)2=4         D: 3x + 4y -2 =0


Giải:
Ta giả sử: 
[image: image782.wmf]=+
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[image: image1464.png]


Nên điều kiện của bài toán được viết lại là: 
[image: image783.wmf](
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-w2 và nhập điều kiện vào: 

+ Thử đáp án A: x + 2y -1=0 
[image: image784.wmf]Û

  x=1-2y.

Cho y = 1 ta được x = -1.
 Nhập rp1=1=thu được kết quả khác 0.
[image: image1465.png]



>>> Loại  đáp án A.
+ Thử đáp án B:   (x +1)2 + (y – 2)2 =9

Cho x = -1 ta được y = 5 hoặc y=-1.

rp1=5= ra kết quả khác 0. 
>>> Loại đáp án B

+ Thử đáp án C: (x -1)2  + (y + 2)2=4 .

Cho x = 1 ta được y = 0 và y = -4. 
r1=0= và r1=p4= đều được kết quả bằng 0.
[image: image1466.png]



Vậy đáp án đúng là C.

IV. BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Câu 1:Gọi A là điểm biểu diễn của số phức z = 2 + 5i và B là điểm biểu diễn của số phức z’ = -2 + 5i. Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau: 

A. Hai điểm A và B đối xứng với nhau qua trục hoành


B. Hai điểm A và B đối xứng với nhau qua trục tung


C. Hai điểm A và B đối xứng với nhau qua gốc toạ độ O


D. Hai điểm A và B đối xứng với nhau qua đường thẳng y = x

Câu 2: Gọi A là điểm biểu diễn của số phức z = 3 + 2i và B là điểm biểu diễn của số phức z’ = 2 + 3i.


Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau: 


A. Hai điểm A và B đối xứng với nhau qua trục hoành


B. Hai điểm A và B đối xứng với nhau qua trục tung


C. Hai điểm A và B đối xứng với nhau qua gốc toạ độ O


D. Hai điểm A và B đối xứng với nhau qua đường thẳng y = x

Câu 3: Điểm biểu diễn của các số phức z = 3 + bi với b ( R, nằm trên đường thẳng có phương trình là:


A. x = 3

B. y = 3

C. y = x

D. y = x + 3

Câu 4: Điểm biểu diễn của các số phức z = a + ai với a ( R, nằm trên đường thẳng có phương trình là:


A. y = x

B. y = 2x

C. y = 3x

D. y = 4x

Câu 5: Cho số phức z = a - ai với a ( R, điểm biểu diễn của số phức đối của z nằm trên đường thẳng có phương trình là:


A. y = 2x

B. y = -2x

C. y = x

D. y = -x

Câu 6: Tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số phức z thỏa mãn: 
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A. 
[image: image786.wmf]+-=

68250

xy

.
B. 
[image: image787.wmf]+-=

34120

xy

.


C. 
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Câu 7: Các nghiệm của phương trình 
[image: image790.wmf]-+-=
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 biểu diễn các điểm:

A. 
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B. 
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D. 
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Câu 8: Tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số phức z thỏa mãn 
[image: image799.wmf]-=
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 là:

A. Đường tròn tâm 
[image: image800.wmf](
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 bán kính R = 1.

B. Đường tròn tâm 
[image: image801.wmf](
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 bán kính R = 2.

C. Đường tròn tâm 
[image: image802.wmf](
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 bán kính R = 2.

D. Đường tròn tâm 
[image: image803.wmf](
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Câu 9: Cho số phức 
[image: image804.wmf]z

 thoả mãn điều kiện 
[image: image805.wmf]-=-+
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. Tập hợp các điểm biểu diễn của số phức 
[image: image806.wmf]z

 trong mặt phẳng toạ độ là
A.Một đường tròn.



B. Một đường thẳng.

C. Một đường Elip.

          D. Một đường Parabol.
Câu 10: Cho số phức 
[image: image807.wmf]z

 thỏa 
[image: image808.wmf]+=-

21

zi

. Chọn phát biểu đúng.
A. Tập hợp điểm biểu diễn số phức 
[image: image809.wmf]z

 là một đường thẳng.
B. Tập hợp điểm biểu diễn số phức 
[image: image810.wmf]z

 là một đường Parabol.
C. Tập hợp điểm biểu diễn số phức 
[image: image811.wmf]z

 là một đường tròn.
D. Tập hợp điểm biểu diễn số phức 
[image: image812.wmf]z

 là một đường Elip.

Câu 11 : Cho số phức 
[image: image813.wmf]z

 thỏa mãn: 
[image: image814.wmf]123
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. Tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là:

A. Đường tròn tâm 
[image: image815.wmf](
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B. Đường thẳng có phương trình 
[image: image817.wmf]--=
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C. Đường thẳng có phương trình 
[image: image818.wmf]-+=
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[image: image1467.png]


D. Đường thẳng có phương trình 
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Câu 12: Cho số phức 
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 nằm trong hình tròn tâm O bán kính 
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A. 
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Câu 13: Trên mặt phẳng phức, tập hợp các điểm 
[image: image829.wmf]M

biểu diễn  số phức 
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thỏa mãn 
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Câu 14: Trong mặt phẳng với hệ tọa độ 
[image: image836.wmf],
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 tập hợp điểm biểu diễn các số phức 
[image: image837.wmf]z

 thỏa mãn điều kiện 
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  là đường tròn có tâm và bán kính:
A. I(2 ;1), R = 2.
B. I(2;-1), R = 4.
C. I(-1;2), R = 2.
D. I(2 ;-1), R = 2.
Câu 15: Cho số phức z = a + a2i với a ( R. Khi đó điểm biểu diễn của số phức liên hợp của z nằm trên:

A. Đường thẳng y = 2x

B. Đường thẳng y = -x + 1

C. Parabol y = x2


D. Parabol y = -x2

Câu 16: Cho hai số phức z = a + bi; a,b ( R. Để điểm biểu diễn của z nằm trong dải (-2; 2) (hình 1) điều kiện của a và b là:

A. 
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Câu 17: Cho số phức z = a + bi ; a,  ( R. Để điểm biểu diễn của z nằm trong dải (-3i; 3i) (hình 2) điều kiện của a và b là:

A. 
[image: image842.wmf]ì
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      C. a, b ( (-3; 3)      D. a ( R và -3 < b < 3

Câu 18: Cho số phức z = a + bi ; a,  ( R. Để điểm biểu diễn của z nằm trong hình tròn tâm O bán kính R = 2 (hình 3) điều kiện của a và b là:

A. a + b = 4

B. a2 + b2 > 4
C. a2 + b2 = 4
D. a2 + b2 < 4

Câu 19: Điểm biểu diễn của số phức z = 
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C. 
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D. 
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Câu 20: Giả sử A, B theo thứ tự là điểm biểu diễn của các số phức z1, z2. Khi đó đọ dài của véctơ 
[image: image849.wmf]uuur
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 bằng:

A. 
[image: image850.wmf]-

12

zz



B. 
[image: image851.wmf]+

12

zz



C. 
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D. 
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Câu 21: Tập hợp các điểm trong mặt phẳng biểu diễn cho số phức z thoả mãn điều kiện 
[image: image854.wmf]-=
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 là:

A. Một đường thẳng 
          B. Một đường tròn 

C. Một đoạn thẳng


D. Một hình vuông 

Câu 22: Tập hợp các điểm trong mặt phẳng biểu diễn cho số phức z thoả mãn điều kiện 
[image: image855.wmf]-+=
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 là:

A. Một đường thẳng 
               B. Một đường tròn 

C. Một đoạn thẳng

               D. Một hình vuông 

Câu 23: Tập hợp các điểm trong mặt phẳng biểu diễn cho số phức z thoả mãn điều kiện z2 là một số thực âm là:

A. Trục hoành (trừ gốc O)

B. Trục tung (trừ gốc O)

C. Đường thẳng y = x (trừ gốc O)

D. Đường thẳng y = -x (trừ gốc O)

Câu 24: Tập hợp các điểm trong mặt phẳng biểu diễn cho số phức z thoả mãn điều kiện z2 là một số ảo là:

A. Trục hoành (trừ gốc O)

B. Trục tung (trừ gốc O)

C. Hai đường thẳng y = ±x (trừ O)

D. Đường tròn x2 + y2 = 1

Câu 25: Tập hợp các điểm trong mặt phẳng biểu diễn cho số phức z thoả mãn điều kiện z2 = (
[image: image856.wmf]z

)2 là:

A. Trục hoành

B. Trục tung

C. Gồm cả trục hoành và trục tung

D. Đường thẳng y = x.

Câu 26: Cho số phức z = x + yi . (x, y ( R). Tập hợp các điểm biểu diễn của z sao cho 
[image: image857.wmf]+
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 là một số thực âm là: 

A. Các điểm trên trục hoành với -1 < x < 1


B. Các điểm trên trục tung với -1 < y < 1

C. Các điểm trên trục hoành với 
[image: image858.wmf]é
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D. Các điểm trên trục tung với 
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Câu 27: Trong mặt phẳng phức, gọi A, B, C lần lượt là các điểm biểu diễn của các số phức z1 = -1 + 3i, z2 = 1 + 5i, z3 = 4 + i. Số phức với các điểm biểu diễn D sao cho tứ giác ABCD là một hình bình hành là:

A. 2 + 3i

B. 2 - i


C. 2 + 3i

D. 3 + 5i

Câu 28: Trong mặt phẳng phức, gọi A, B, C lần lượt là các điểm biểu diễn của các số phức z1 = (1 - i)(2 + i,) z2 = 1 + 3i, z3 = -1 - 3i. Tam giác ABC là:

A. Một tam giác cân (không đều)

B. Một tam giác đều

C. Một tam giác vuông (không cân)

D. Một tam giác vuông cân

Câu  29. Biểu diễn hình  học của số phức 
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 thỏa mãn biểu thức 
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 là một đường tròn. Tìm tọa độ của tâm và bán kính của đường tròn đó.

A. 
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B. 
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D. 
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Câu 30: Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, gọi điểm A và B lần lượt là điểm biểu diển các số phức 2-6i và 3+i. Diện tích của tam giác OAB(O là gốc tọa độ) bằng:   
A. 3                           B. 8                               C. 10                              D.12   
Đáp án:         

	1. B
	2. D
	3. A
	4. A
	5. D
	6. A

	7. A
	8. A
	9. D
	10. C
	11. D
	12. D

	13. D
	14. D
	15. C
	16. C
	17. D
	18. D

	19. B
	20. C
	21. B
	22. B
	23. B
	24. C

	25. C
	26. B
	27. B
	28. D
	29. A
	30. C


D. BÀI TOÁN CỰC TRỊ CỦA SỐ PHỨC
I. CÁC BÀI TOÁN QUI VỀ BÀI TOÁN TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, NHỎ NHẤT CỦA HÀM MỘT BIẾN
1. PHƯƠNG PHÁP
	Bài toán: Trong các số phức 
[image: image866.wmf]z

 thoả mãn điều kiện T. Tìm số phức z để biểu thức P đạt giá trị nhỏ nhất, lớn nhất

· Từ điều kiện T, biến đổi để tìm cách rút ẩn rồi thế vào biểu thức P để được hàm  một biến.

· Tìm giá trị  lớn nhất (hoặc nhỏ nhất) tuỳ theo yêu cầu bài toán của hàm số một biến vừa tìm được.


2. MỘT SỐ BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH
	Bài toán 1: Trong các số phức 
[image: image867.wmf]z

 thoả mãn điều kiện 
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, tìm số phức có môđun nhỏ nhất.
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Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image873.wmf]=Þ=

62

55

yx

.
Vậy 
[image: image874.wmf]z

 đạt giá trị nhỏ nhất bằng 
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 là số phức cần tìm.
	Bài toán 2: Trong các số phức 
[image: image878.wmf]z

 có phần thực, phần ảo không âm và thoả mãn:   
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. Tìm số phức 
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 sao cho biểu thức
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 đạt giá trị lớn nhất, nhỏ nhất.


Giải:

Điều kiện: 
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(luôn thoả mãn điều kiện vì 
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Vậy P đạt giá trị lớn nhất bằng 
[image: image899.wmf]=+
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        P đạt giá trị nhỏ nhất bằng 
[image: image900.wmf]=Ú=
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Nhận xét:  Bài tập này cũng có thể giải được bằng cách rút 
[image: image901.wmf]=-
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 và thế vào biểu thức 
[image: image902.wmf]P

 ta được hàm số 
[image: image903.wmf]=-+-
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 rồi đi tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 
[image: image904.wmf]()
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trên 
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Bài toán 3: Trong các số phức z thỏa mãn điều kiện 
[image: image906.wmf]--=-
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.Tìm số phức z có môđun nhỏ nhất.

Giải:
Giả sử số phức z cần tìm có dạng z = x + yi   (x,y ( R) được biểu diễn bởi điểm M(x;y).

Ta có
[image: image907.wmf]-+-=+-
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[image: image909.wmf]Û=-+
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 Do đó tập hợp các điểm M biểu diễn cho các số phức z thỏa mãn (1) là đường thẳng  x + y = 4. 

Mặt khác 
[image: image910.wmf]=+=+-+=-+
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Hay 
[image: image911.wmf](
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Do đó 
[image: image912.wmf]Û=Þ=
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. Vậy 
[image: image913.wmf]=+
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Bài toán4:  Biết rằng số phức z thỏa mãn 
[image: image914.wmf](
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là một số thực. Tìm giá trị nhỏ nhất của 
[image: image915.wmf]z
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Giải
 Đặt z= x+ yi (x, y 
[image: image916.wmf]Î
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Ta có: 
[image: image918.wmf]ÎÛ--=
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Tập hợp các điểm biểu diễn của z là đường thẳng d: x-y-4=0.

M(x;y) là điểm biểu diễn của z , z có môđun nhỏ nhất khi và chỉ khi độ dài OM nhỏ nhất 
[image: image919.wmf]Û^
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Tìm được M(-2;2) suy ra  z= -2+2i.

Bài toán5: Tìm số phức Z có mô đun lớn nhất và thỏa mãn điều kiện 
[image: image920.wmf](
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Giải:
Gọi 
[image: image921.wmf]=+ÎÞ=-
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Gọi M (x;y) là điểm biểu diễn của z trong mặt phẳng tọa độ Oxy.
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là đường tròn có tâm 
[image: image924.wmf]15
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và bán kính 
[image: image925.wmf]=
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Gọi d là đường thẳng đi qua O và I 
[image: image926.wmf]Þ=

:5

dyx

.

Gọi M1, M2 là hai giao điểm của d và (C)
[image: image927.wmf]Þ
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 và 
[image: image928.wmf]2
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Ta thấy 
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[image: image930.wmf]Þ

 Số phức cần tìm ứng với điểm biểu diễn M1 hay 
[image: image931.wmf]=+
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3. BÀI TẬP TỰ LUYỆN

Bài 1: Cho số phức 
[image: image932.wmf]z

 thoả mãn 
[image: image933.wmf]-+
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 là một số ảo, tìm số phức có môđun nhỏ nhất.
Bài 2: Trong các số phức 
[image: image934.wmf]z

 thoả mãn 
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. Tìm số phức sao cho biểu thức  
[image: image936.wmf]+
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đạt giá trị nhỏ nhất, lớn nhất.

Bài 3: Trong các số phức 
[image: image937.wmf]z

thoả mãn 
[image: image938.wmf]--=-
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. Tìm số phức có môđun nhỏ nhất.
Bài 4:  Trong các số phức 
[image: image939.wmf]z

thoả mãn 
[image: image940.wmf]-=-+
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. Tìm số phức 
[image: image941.wmf]z

sao cho biểu thức 
[image: image942.wmf](
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 đạt giá trị nhỏ nhất.
II. CÁC BÀI TOÁN QUI VỀ BÀI TOÁN TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, NHỎ NHẤT CỦA MỘT BIỂU THỨC HAI BIẾN MÀ CÁC BIẾN THOẢ MÃN ĐIỀU KIỆN CHO TRƯỚC.

1. PHƯƠNG PHÁP: 

Để giải được lớp bài toán này, chúng tôi cung cấp cho học sinh các bất đẳng thức cơ bản như: Bất đẳng thức liên hệ giữa trung bình cộng và trung bình nhân, bất đẳng thức Bunhia- Cốpxki, bất đẳng thức hình học và một số bài toán công cụ sau:
	BÀI TOÁN CÔNG CỤ 1: 
Cho đường tròn 
[image: image943.wmf]()

T

 cố định có tâm I bán kính R và điểm A cố định. Điểm M di động trên đường tròn 
[image: image944.wmf]()

T

. Hãy xác định vị trí điểm M sao cho AM lớn nhất, nhỏ nhất.


Giải:

TH1: A thuộc đường tròn (T) 

Ta có: AM đạt giá trị nhỏ nhất bằng 0 khi M trùng với A

           AM đạt giá trị lớn nhất bằng 2R khi M là điểm đối xứng với A qua I

TH2: A không thuộc đường tròn (T)

Gọi B, C là giao điểm của đường thẳng qua A,I và đường tròn (T); 

Giả sử AB < AC.
+) Nếu A nằm ngoài đường tròn (T) thì với điểm M bất kì trên (T), ta có:
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 Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image946.wmf]º
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[image: image947.wmf]£+=+=
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Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image948.wmf]º
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+) Nếu A nằm trong đường tròn (T) thì với điểm M bất kì trên (T), ta có:

[image: image1469.png]CHPLE
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[image: image949.wmf]³-=-=
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Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image950.wmf]º
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[image: image951.wmf]£+=+=
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Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image952.wmf]º
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Vậy khi M trùng với B thì AM đạt gía trị nhỏ nhất.
Vậy khi M trùng với C thì AM đạt gía trị lớn nhất.
	BÀI TOÁN CÔNG CỤ 2: 
Cho hai đường tròn 
[image: image953.wmf]1
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 có tâm I, bán kính R1; đường tròn 
[image: image954.wmf]2
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 có tâm J, bán kính R2. Tìm vị trí của điểm M trên 
[image: image955.wmf]1
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, điểm N trên 
[image: image956.wmf]2

()

T

 sao cho MN đạt giá trị lớn nhất, nhỏ nhất.


Giải:

Gọi d là đường thẳng đi qua I, J; 
d cắt đường tròn 
[image: image957.wmf]1

()

T

 tại hai điểm phân biệt A, B (giả sử JA > JB) ; d cắt 
[image: image958.wmf]2
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 tại hai điểm phân biệt C, D ( giả sử ID > IC).

Với điểm M bất khì trên 
[image: image959.wmf]1
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 và điểm N bất kì trên 
[image: image960.wmf]2
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 Ta có:      
[image: image961.wmf]£+£++=++=
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Đẳng thức xảy ra khi M trùng với A và N trùng với D
[image: image962.wmf]³-³--=-+=
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Đẳng thức xảy ra khi M trùng với B và N trùng với C.
Vậy khi M trùng với A và N trùng với D thì MN đạt giá trị lớn nhất.
        khi M trùng với B và N trùng với C thì MN đạt giá trị nhỏ nhất.
	BÀI TOÁN CÔNG CỤ 3: 
Cho hai đường tròn 
[image: image963.wmf]()
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 có tâm I, bán kính R; đường thẳng 
[image: image964.wmf]D

 không có điểm chung với 
[image: image965.wmf]()
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. Tìm vị trí của điểm M trên 
[image: image966.wmf]()
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, điểm N trên 
[image: image967.wmf]D

 sao cho MN đạt giá trị nhỏ nhất.


[image: image1471.png]


Giải:
Gọi H là hình chiếu vuông góc của I trên d

Đoạn IH cắt đường tròn 
[image: image968.wmf]()
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 tại J

Với M thuộc đường thẳng 
[image: image969.wmf]D

, N thuộc đường tròn 
[image: image970.wmf]()
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, ta có:  
[image: image971.wmf]³-³-==
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Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image972.wmf]ºº
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Vậy khi M trùng với H; N trùng với J thì MN đạt giá trị nhỏ nhất.
2. MỘT SỐ BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH
	Bài toán 1: Trong các số phức 
[image: image973.wmf]z

thoả mãn 
[image: image974.wmf]-+=
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. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của 
[image: image975.wmf]z

.


Giải:

· Cách 1 

Gọi 
[image: image976.wmf](
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[image: image977.wmf](;)
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 biểu diễn cho số phức 
[image: image978.wmf]z

trong hệ toạ độ Oxy


[image: image979.wmf]-+=Û-++=Û-++=

2222

344(3)(4)4(3)(4)16

zixyxy


Vậy điểm M biểu diễn cho số phức z thuộc đường tròn (T) có tâm 
[image: image980.wmf]-
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, bán kính R = 4.
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[image: image982.wmf]=>
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 nên O nằm ngoài đường tròn (T)


[image: image983.wmf]z

lớn nhất khi OM lớn nhất, nhỏ nhất khi OM  nhỏ nhất.
(Bài toán qui về Bài toán công cụ 1- Trường hợp 2)

Đường thẳng OI cắt đường tròn (T) tại hai điểm phân biệt 
[image: image984.wmf]æöæö
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Với M di động trên (T), ta có: 
[image: image985.wmf]££Û££
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[image: image987.wmf]Þ

 OM nhỏ nhất khi M trùng với A; OM lớn nhất khi M trùng với B

Vậy 
[image: image988.wmf]z

 nhỏ nhất bằng 1 khi 
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34

55

zi

;
[image: image990.wmf]z

 lớn nhất bằng 9 khi 
[image: image991.wmf]=-
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· Cách 2

Gọi 
[image: image992.wmf](
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[image: image993.wmf]Þ
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 biểu diễn cho số phức z trong hệ toạ độ Oxy
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 biểu diễn cho số phức 
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Theo giả thiết 
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Ta có: 
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[image: image1001.wmf]Þ££
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 khi 
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Vậy 
[image: image1006.wmf]z

 nhỏ nhất bằng 1 khi 
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[image: image1008.wmf]z

 lớn nhất bằng 9 khi 
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· Nhận xét: Ngoài ra bài toán trên có thể giải bằng phương pháp sử dụng bất đẳng thức Bunhia-Cốpxki hoặc phương pháp lượng giác hoá.

	Bài toán 2: Trong các số phức 
[image: image1010.wmf]z

 thoả mãn điều kiện 
[image: image1011.wmf]+-
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là một số ảo, tìm số phức 
[image: image1012.wmf]z

 sao cho
[image: image1013.wmf]w
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 có môđun lớn nhất.


Giải:
Gọi 
[image: image1014.wmf](
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[image: image1015.wmf]Þ
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[image: image1020.wmf]Þ

 M biểu diễn cho 
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 thuộc đường tròn (T) có tâm 
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 với 
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 (Bài toán được qui về Bài toán công cụ 1 - trường hợp 1)

Vì M là điểm di động trên (T) nên AM lớn nhất 

[image: image1027.wmf]Û

AM là đường kính của (T)
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 M đối xứng với A qua I 
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Vậy 
[image: image1031.wmf]w

lớn nhất bằng 
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 khi 
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	Bài toán 3: Trong các số phức 
[image: image1034.wmf]z

 có môđun bằng 
[image: image1035.wmf]22

. Tìm số phức 
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 sao cho biểu thức 
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Giải:

Gọi 
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhia-côpxki cho hai bộ số 

1;1 và 
[image: image1041.wmf]++++
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhia-cốpxki cho hai bộ số 1;1 và 
[image: image1043.wmf];
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, ta có:
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Vậy P đạt giá trị lớn nhất bằng 
[image: image1047.wmf]=+
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	Bài toán 4:  Trong các số phức 
[image: image1048.wmf]z

 có môđun bằng 
[image: image1049.wmf]2

. Tìm số phức 
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 sao cho biểu thức 
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Xét 
[image: image1055.wmf](
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[image: image1056.wmf]=+³+=

urururur

7

Puvuv
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Với 
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Với 
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[image: image1063.wmf]urur

,

uv

 cùng hướng  (thoả mãn)

Vậy 
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	Bài 5: Trong các số phức z1, z2 thoả mãn: 
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(Bài toán được qui về Bài toán công cụ 2)

Đường thẳng IJ có phương trình y = x. Đường thẳng IJ cắt đường tròn tâm I tại hai điểm
[image: image1073.wmf]æöæö
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Đường thẳng IJ cắt đường tròn tâm J tại hai điểm 
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Vậy 
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đạt giá trị lớn nhất.
	Bài 6: Cho các số phức 
[image: image1080.wmf]12
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[image: image1091.wmf]w

 là số thực 
[image: image1092.wmf]Û+---=Û+-=

(1)(1)6060

cddccd



[image: image1093.wmf]Þ

 N thuộc đường thẳng 
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(Bài toán được qui về Bài toán công cụ 3)

Gọi H là hình chiếu vuông góc của O trên 
[image: image1101.wmf]D+-=Þ

:60(3;3)

xyH


Đoạn OH cắt đường tròn 
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Với N thuộc đường thẳng 
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, M thuộc đường tròn 
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 Vậy P đạt giá trị nhỏ nhất bằng 
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	Bài 7: Trong các số phức 
[image: image1112.wmf]z

 thoả mãn điều kiện
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III. SỬ DỤNG MÁY TÍNH CASIO 570VN-PLUS ĐỂ GIẢI
	Bài toán 1:  Trong các số phức 
[image: image1125.wmf]z

 có môđun bằng 
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. Tìm số phức 
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 sao cho biểu thức 
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Hướng dẫn:
- Chuyển qua chế độ số phức: w2
- Nhập biểu thức P : 

qcQ)p1$+ qcQ)p1+7b

[image: image1472.png]


Màn hình hiển thị: 

[image: image1473.png]


- Gán X cho từng đáp án, dùng phím: r 
- So sánh kết quả và ta tìm được giá trị lớn nhất là 7 
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	Bài toán 2: Trong các số phức 
[image: image1130.wmf]z

 thoả mãn điều kiện
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. Tìm số phức z có môđun lớn nhất.
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Hướng dẫn:

- Chuyển qua chế độ số phức: w2
- Nhập biểu thức: 
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qcQ)p3$ qcQ)+3$p10.
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Màn hình hiển thị: 
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- Dùng phím rđể nhập các đáp án, nếu đáp án nào cho kết quả bằng 0 thì thỏa mãn điều kiện 
[image: image1134.wmf]-++=
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- Ta thấy 3 đáp án A,B,C thỏa mãn điều kiện đề bài nhưng đáp án B có môđun lớn nhất. Chọn B.

IV. BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 1: Trong các số phức 
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 có môđun bằng 
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. Tìm số phức 
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Bài 2: Cho số phức 
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 thoả mãn 
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. Tìm số phức 
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Bài 3: Trong các số phức 
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 thoả mãn: 
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. Tìm số phức 
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đạt giá trị nhỏ nhất, lớn nhất.

Bài 4: Trong các số phức 
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thoả mãn 
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. Tìm số phức 
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sao cho biểu thức 
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Bài 5: Cho số phức 
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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Bài 6: Tìm số phức z có module nhỏ nhất, lớn nhất trong các số phức z thoả mãn điều kiện sau:

a) 
[image: image1153.wmf]+-
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Câu 7. Giả sử 
[image: image1155.wmf]M

 là điểm biểu diễn hình học của số phức 
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Câu 8. Cho số phức 
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 thỏa mãn biểu thức 
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 Môđun nhỏ nhất của số phức 
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 bằng.

A. 
[image: image1166.wmf]=-

1.

z



B. 
[image: image1167.wmf]=-

1

.

2

z



C. 
[image: image1168.wmf]=-

1

.

4

z
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Câu 9. Xét số phức 
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 thỏa mãn  
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 Môđun lớn nhất của số phức 
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 bằng
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Câu 10. Xét số phức 
[image: image1177.wmf]z

 thỏa mãn  
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 Mệnh đề nào dưới đây đúng ?

A. 
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Câu 11. Xét số phức 
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 Mệnh đề nào dưới đây đúng ?

A. 
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B. 
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E. DẠNG LƯỢNG GIÁC CỦA SỐ PHỨC
I. LÝ THUYẾT

1. Acgumen của số phức z ( 0. 
	Gọi M là một điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn số phức z. Số đo (radian) của mỗi góc lượng giác tia đầu là Ox, tia cuối OM được gọi là một acgumen của z.

Như vậy nếu ( là một acgumen của z, thì mọi acgumen đều có dạng:


( + 2k(, k ( Z.


2. Dạng lượng giác của số phức.

	Xét số phức z = a + bi  ( 0 (a, b ( R) 

Dạng lượng giác có dạng: z = r(cos ( + i sin ( ) trong đó r > 0.

Để chuyển một số phức sang dạng lượng giác ta cần tìm r và (;

+ Ta có :  r = |z|

+ ( là số thực thoả mãn : 
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3. Nhân và chia số phức dưới dạng lượng giác.
	Nếu z = r(cos( +isin() 

   z' = r’(cos(’ +isin(’) (r ≥ 0, r’ ≥ 0) 

thì: z.z’ = r.r[cos(( +(’) +isin(( +(’)]


.. khi r > 0.


4. Công thức Moivre.

	[z = r(cos( +isin()]n = rn(cos n( +isin n()  


5. Căn bậc hai của số phức dưới dạng lượng giác.

	Cho số phức z = r(cos( +isin() (r>0)

Khi đó z có hai căn bậc hai là: 
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II. MỘT SỐ BÀI TOÁN ĐIỂN HÌNH
	Bài toán 1: Viết các số phức sau dưới dạng lượng giác: 

a. z1 = 6+6i                       b. z2 = 
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Giải:
a) Ta có: 
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Chọn ( là số thực thoả mãn 
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b) Ta có 
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Chọn ( là số thực thoả mãn
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c)Ta có: 
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Chọn ( là số thực thoả mãn 
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	Bài toán 2: Viết các số phức sau dưới dạng lượng giác: 

a) (1-i
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Giải:
a) Ta có: 1- i
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Áp dụng công tthức nhân, chia số phức ta đuợc: 
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	Bài toán 3: Tìm phần thực và phần ảo của mỗi số phức sau: 

a) 
[image: image1221.wmf](

)

10

9

(1)

3

i

i

-

+

                          b) 
[image: image1222.wmf]57

osisin(13)

33

cii

pp

æö

-+

ç÷

èø




Giải:
a) Xét số phức:
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Vậy: phần thực bằng: 
[image: image1224.wmf]1
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 và phần ảo bằng 0.

b) Xét số phức: 
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Vậy: phần thực bằng: 0 và phần ảo bằng 128.
	Bài toán 4: Tính số phức sau:  z = 
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Giải:
z =
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III. SỬ DỤNG MÁY TÍNH CASIO 570VN-PLUS ĐỂ GIẢI
	Đưa máy tính về dạng rađian qw4
Để chuyển một số phức từ dạng đại số sang dạng lượng giác, trong chế độ CMPLX ta bấm q2 và chọn 3
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Để chuyển một số phức từ dạng đại số sang dạng lượng giác, trong chế độ CMPLX ta bấm q2 và chọn 4



	Bài toán 1: Viết số phức 
[image: image1231.wmf]77
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 dưới dạng lượng giác.


Hướng dẫn:
- Đưa máy tính về dạng rađian qw4
- Vào chế độ CMPLX w2
- Nhập số phức z: 7+7b. 

- Nhấn q23 để chuyển sang dạng lượng giác.

[image: image1478.emf]y
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- Kết quả thu được là:  

- Số phức z đã được chuyển sang dạng lượng giác với 
[image: image1232.wmf]72
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	Bài toán 2: Viết số phức z=
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Hướng dẫn:
- Đưa máy tính về dạng rađian qw4
- Vào chế độ CMPLX w2
- Nhập số phức z ở dạng lượng giác và chuyển số phức qua dạng đại số như sau: 

   s2$qzpaqKR4$
  q24=
- Màn hình cho kết quả là: 

IV. MỘT SỐ BÀI TOÁN VỀ ỨNG DỤNG CỦA DẠNG LƯỢNG GIÁC
	Bài toán 1: Giải phương trình:  z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0  (1)


Giải:

Ta có: (1) ( z4 (z + 1) + z2 (z + 1) + (z + 1) = 0


          ( (z+ 1) (z4 + z 2 + 1) = 0


          ( 
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Xét  phương trình: z4 + z 2 + 1 = 0 ( z2 = 
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Từ z2  = 
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Từ z2  = 
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osisin

33

c

pp

æöæö

-+-

ç÷ç÷

èøèø

( 
[image: image1244.wmf]osisin

33

os-isin

33

zc

zc

pp

pp

é

æöæö

=-+-

ç÷ç÷

ê

èøèø

ê

ê

æöæö

=---

ê

ç÷ç÷

èøèø

ë


Tóm lại phương trình đã cho có tất cả 5 nghiệm:

z = -1; z = 
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	Bài toán 2: Cho z1 và z2 là hai số phứ xác định bởi z1 = 1+i
[image: image1249.wmf]3

 và z2 = 1 – i

a) Xác định dạng đại số và dạng lượng giác của 
[image: image1250.wmf]1
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b) Từ đó suy ra giá trị chính xác của: cos
[image: image1251.wmf]7
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Giải:
Ta có [image: image1253.wmf]1
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Ta có: z1 = 2(cos
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);  z2 = 
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Nhận xét: Qua bài tập này ta thấy được một ứng dụng quan trọng của số phức, ta có thể tính sin, cos của một góc bằng công cụ số phức thông qua sự liên hệ giữa dạng đại số và dạng lượng giác của số phức.
	Bài toán 3: Giải phương trình:   
[image: image1269.wmf]6
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Giải:

Ta có: :  z6 +64=0 ( z6 = - 64.

Giả sử z = x + yi = r(cos( + isin()

Ta có: -64 = 64(cos ( + isin ( )

z6 = -64 ( r6 (cos6 ( + isin6 ( )= 64(cos ( + isin ( ) ( r6 = 64 ( r = 2

Và cos6 ( + isin6 (  = cos ( + isin ( ( 6 ( = ( +2k (  (k ( Z) 
( ( = 
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Với k = 0 ( z1 = 2
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Với k = -1 ( z1 = 2
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Với k = -3 ( z1  = 2
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	Bài toán 4: Tìm n là số nguyên dương và 
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Giải:

Ta có: 1 + i
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Để z ( R ( 2n.sin
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V. BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Câu 1: Số phức z = -1 + i viết dưới dạng lượng giác là:

A. z = 
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          B. z = 
[image: image1287.wmf]2cosisin

44

pp

æö

+

ç÷

èø

 

C. z = 
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D. z = 
[image: image1289.wmf]3cosisin

66

pp

æö

+

ç÷

èø


Câu 2: Số phức z = 8i viết dưới dạng lượng giác là:

A. z = 
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B. z = 
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C. z = 
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D. z = 
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Câu 3: Dạng lượng giác của số phức z = 
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A. z = 
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C. z = 
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D. 
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Câu 4: : Số phức z = 8i viết dưới dạng lượng giác là:

A. 
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B. 
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Câu 6: Cho số phức z = - 1 - i. Argumen của z (sai khác k2() bằng:

A. 
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D. 
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Câu 7: Điểm biểu diễn của số phức z = 
[image: image1307.wmf](
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D. (-2; 2)
Câu 8: Cho 
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. Tích  z1.z2 bằng:

A. 12(1 - i)

B. 
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C. 
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Câu 9: Cho 
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. Tích z1.z2 bằng:

A. 6(1 - 2i)

B. 4i

C. 6i

D. 6(1 - i)

Câu 10: Cho 
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.Thương 
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 bằng:   
A. 1 + i
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C. 1 - i
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D. 2(1 + i)
Câu 11: Cho 
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[image: image1323.wmf]1
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A. 2i

          B. -2i

C. 2(1 + i)

          D. 2(1 - i)

Câu 12: Tính (1 - i)20, ta đợc:

A. -1024

   B. 1024i
               C. 512(1 + i)

D. 512(1 - i)

Câu 13: Đẳng thức nào trong các đẳng thức sau đây là đúng?

A. (1+ i)8 = -16
   

B. (1 + i)8 = 16i
     
C. (1 + i)8 = 16


D. (1 + i)8 = -16i

Câu 14: Cho số phức z ( 0. Biết rằng số phức nghịch đảo của z bằng số phức liên hợp của nó. Trong các kết luận nào đúng:

A. z ( R
B. z là một số thuần ảo
C. 
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D. 
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Câu 15: Cho số phức z = cos( + isin( . kết luận nào sau đây là đúng: 

A. 
[image: image1326.wmf](
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B. 
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Đáp án:

	1. C
	2. B
	3. D
	4. B
	5. 

	6. C
	7. A
	8. B
	9. C
	10. A

	11. B
	12. A
	13. C
	14. C
	15. B


F. LUYỆN TẬP 
Câu  1: Tìm số phức z –1 biết rằng 
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Câu  2 : Tìm số phức z + 2 biết 
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Câu  3:Cho số phức 
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Câu  4:Tìm phần thực a và phần ảo b của các số phức  
[image: image1346.wmf]10
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	A. a = 0 và b = 32
	B.  a = 32 và b = 0

	C.  a = 0 và b = - 32
	D.  a = - 32 và b = 0


Câu  5:Tìm phần thực a và phần ảo b của các số phức  
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Câu  6: Tìm phần ảo a của số phức z, biết 
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Câu  7:Cho số phức z thỏa mãn 
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Câu  8:Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, tập hợp các điểm biểu diễn các số phức thỏa mãn điều kiện: 
[image: image1363.wmf]122
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là: 

	A. đường tròn tâm I(–1; 2) bán kính R = 2.

	B. đường tròn tâm I(–1; -2) bán kính R = 2.

	C.  đường tròn tâm I(1; - 2) bán kính R = 2.

	D. đường tròn tâm I(1; 2) bán kính R = 2.


Câu  9:Trong mặt phẳng với hệ trục tọa độ Oxy, tập hợp các điểm biểu diễn các số phức thỏa mãn điều kiện: 
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	A.  
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	C.  
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Câu  10: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, tập hợp điểm biểu diễn các số phức z thỏa mãn điều kiện (z – (3 – 4i)(= 2 là: 

	A. đường tròn tâm I(- 3; - 4), bán kính R = 2  

	B.  đường tròn tâm I(3; - 4), bán kính R = 4  

	C.  đường tròn tâm I(3; 4), bán kính R = 2  

	D.đường tròn tâm I(3; - 4), bán kính R = 2  


Câu  11 : Tìm số phức z thỏa mãn phương trình:  
[image: image1369.wmf]22
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	A. z = 2 + i
	B.  z = 2

	C.  z = 2 - i
	D.  z = i


Câu  12:Tìm số phức z thoả mãn hệ phương trình  
[image: image1370.wmf](
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	A. z = 3 + i
	

	B.  z = 2i
	

	C.  z = 2 + i hoặc z = 2 – i,  hoặc z = – 2 + i hoặc z = – 2 – i.

	D.  z = 2 - 3i
	


Câu  13:Tìm tất cả các số phức z thỏa mãn hai điều kiện |z + i – 1 | = 
[image: image1371.wmf]5

 và 
[image: image1372.wmf].5
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	A. z = 2 - i và z =  1 – 2i.
	
	B. z = 3 + i và z =  1 – i. 

	C.  z =  i và z = – 1 – 2i.
	
	D.  z = 2 + i và z = – 1 – 2i.


Câu  14:Tìm tất cả các số phức z thoả mãn : 
[image: image1373.wmf](2)10à.25
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	A. z = 3 - 4i 
	B.  z = 3 + 4i và z = 5 

	C.  z = 2 + 4i và z = 4 
	D.  z = 4i và z = 5 


Câu  15: Tìm số phức z = x + yi, biết rằng hai số thực x, y thỏa mãn phương trình phức sau:     x(2 – 3i) + y(1 + 2i)3 = (2 – i)2
	A. 
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Câu  16:Trên tập số phức, tìm x biết : 5 – 2ix = (3 + 4i) (1 – 3i) 
	A. 
[image: image1378.wmf]5
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	 C.  
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Câu  17:Trên tập số phức, tìm x biết: (3 + 4i) x = (1 + 2i) (4 + i) 

	A.
[image: image1382.wmf]19
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	B.  
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Câu  18:Gọi z1 và z2 là hai nghiệm của phương trình z2 – z + 5 = 0 trên tập số phức. Tính giá trị biểu thức A = |z1|2 + |z2|2 + |z1+ z2|2.
A. A = 99 

B.  A =  101 
C.  A = 102 

D.  A = 100
Câu  19:Gọi z1, z2 là hai nghiệm phức (khác số thực) của phương trình z3 + 8 = 0. Tính giá trị biểu thức: A = 
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Câu  20: Gọi z1 và z2 là 2 nghiệm phức của phương trình: z2 + 2z + 10 = 0. Tính giá trị của biểu thức: M = (z1(2 + (z2(2.

	A. M = 21
	B.  M = 10

	C.  M = 20
	D.  M = 2


	Lời giải 

	1.C

Ta có:
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	3.A
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	4.B

Ta có: 
[image: image1394.wmf]22
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Do đó:
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Vậy phần thực của số phức là 32 và phần ảo của số phức là 0.

	5.C

Ta có:
        
[image: image1396.wmf](32)(13)(97)(13)
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Vậy phần thực của số phức là 
[image: image1397.wmf]1773
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 và phần ảo của số phức là 
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Do đó: 
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 ( Phần ảo của số phức z là 
[image: image1401.wmf]2
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	8.A

Gọi 
[image: image1403.wmf](,)
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Do đó:  
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Vậy tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z là đường tròn tâm I(–1; 2) bán kính R = 2.



	9.A

Gọi 
[image: image1406.wmf](,)
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Do đó:  
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Vậy tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z là elip có phương trình chính tắc là: 
[image: image1409.wmf]22
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	10.D

Gọi 
[image: image1410.wmf](,)
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Do đó: (z – (3 – 4i)( = 2 ( 
[image: image1411.wmf]22
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( (x – 3)2 + (y + 4)2 = 4

Vậy tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z  là đường tròn tâm 
[image: image1412.wmf](3;4)
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	11.A

Gọi z = a + bi (a, b ( R), ta có:
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Vậy z = 2 + i

	12.C

Gọi 
[image: image1416.wmf](,)
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Do đó các số phức cần tìm là: 2 + i, 2 – i, – 2 + i và – 2 – i.

	13.D

Gọi z = a + bi (a, b ( 
[image: image1418.wmf]¡

). Ta có:
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Vậy có hai số phức thỏa mãn đề toán là z = 2 + i và z = – 1 – 2i.

	14.B

Đặt z = a + bi với a, b ( 
[image: image1420.wmf]¡

 thì z – 2 – i = a – 2 + (b – 1)i 

Ta có:
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Vậy z = 3 + 4i và z = 5 

	15.A

(1) (  x(2 – 3i) + y(1 + 6i  – 12 – 8i) = 4 – 4i – 1

· (2x – 11y) + ( – 3x – 2y)i = 3 – 4i

· 
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Vậy số phức z cần tìm là: 
[image: image1423.wmf]501
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Phương trình đã cho có hai nghiệm là: 
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( A =  |z1|2 + |z2|2 + |z1+ z2|2 = 101

	19.A

Xét phương trình: z3 + 8 = 0

Ta có: 

z3 + 8 = 0 (  (z + 2)(z2 – 2z + 4) = 0
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( Hai nghiệm phức (khác số thực) của (1) là nghiệm phương trình:

                   z2 – 2z + 4 = 0
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Do đó:
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